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VORWORT

In allen-Naturwissenschaften gibt es zahlreiche und wichtige
Aufgaben der Bestimmung von Modellparametern bei Vorgdngen }
die von gewdhnlichen Differéntialgleichungenbregiert werden .
Die klassischen analytischen Ldsungsmethoden werden in vielen
Fdllen den heutigen Anspriichen an Genauigkeit und Schnellig-
keit nicht mehr gerecht ; ausserdem sind sie oft sehr speziell

auf ihre Probleme zugeschnitten .

In der vorliegenden umfangreichen Arbeit entwickelt Herr Dr.

G. Beutler ein einheitliches Verfahren zur strengen numerischen
Behandlung aller derartigeh.Aufgaben . Den Anstoss zur systema-
tischen Beschdftigung mit diesem Problemkreis empfing er von

der praktischen Satellitengeoddsie . Die dort gewonnenen Erkennt-
nisse gingen auch in seine Voriesungen iiber Himmeismechanik ein .
Aus diesen beiden Arbeitsgebieten unseres Institutes stammen die
Anwendungsbeispiele in der vorliegenden Arbeit . Gemeinsamkeiten
und Unterschiede treten klar zutage . Flir alle , die sich mit der
. Bahnbestimmung von Himmelskdrpern befassen , ist besonders lehr-
reich der Vergleich der klassischen Methoden von Gauss und Laplac:
mit dem hier angewandten Verfahren . - Die mathematischen Her-
leitungen sind rigoros und ausfiihrlich dargestellt , in gr&sster
Allgemeinheit.fﬁr die Bewaitigung auch ganz verwickelter Aufgaben
aus allen Gebieten . Die Arbeit verdient daher weite Verbreitung

und Beachtung .

Ich danke der Schweizerischen Geoddtischen Kommission daflir ,
dass sie sie freundlicherweise in die angesehene Reihe ihrer

Publikationen aufnimmt .

Prof. Paul Wild

Astronomisches Institut
~der Universitdt Bern
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1. EINLEITUNG

Die Himmelsmechanik in ihrem urspriinglichen Sinn beschdftigt
sich mit der Bewegung von Planeten, Planetoiden, Kometen,
Meteoren und von natiirlichen Satelliten der Planeten in unserem
Sonnensystem. In der vorliegenden Arbeit soll auch die Be-
schreibung der Bewegung kiinstlicher Erdsatelliten und anderer
kiinstlicher Raumsonden unter den Begriff Himmelsmechanik
fallen.

Die Bahnen aller dieser HimmelskOrper sind partikuldre L&sungen
von gewShnlichen Differentialgleichungssystemen zweiter Ordnung
in der Zeit t (Bewegungsgleichungen). Sie folgen aus den New-
ton'schen Axiomen der Mechanik und aus dem Newton'schen Gravi-

tationsgesetz (siehe Kapitel 3).

Mit dem Begriff Parameter bezeichnen wir alle die-

jenigen Grdssen, die

a, das Differentialgleichungssystem eindeutig fest- (1)
legen, und die

b. genau eine partikuldre Ldsung des betreffenden
Systems definieren.

Unter Parameterbestimmung ist demnach die Bestimmung (2)

der unter (1) eingefiihrten Grdssen zu verstehen .

Beispiele filir solche Parameter:

Zu a: Massen der Planeten.
Koeffizienten von Entwicklungen des Erdpotentials (bei
der Beschreibung der Bewegung klinstlicher Erdsatelliten).
Zu b: Anfangs- oder Randwerte: Orts- und Geschwindigkeits-
vektoren der Himmelskdrper zu einer bestimmten Epoche
T, resp. Ortsvektoren der Himmelskdrper zu zwei ver-

schiedenen Epochen T; und T,.

Die Differentialgleichungssysteme flir die Bewegung der

Himmelsk8rper werden in Kapitel 3 resp. 4 hergeleitet.




Dabel ist es sinnvoll, zwei verschiedene S&tze von soge-

nannten Grundgleichungen einzuflihren:

a. die Grundgleichungen fiir die Bewegung von natiirlichen
Himmelsk&rpern des Sonnensystems (Kapitel 3.2)

b. die Grundgleichungen fiir die Bewegung von kinstlichen
Erdsatelliten (Kapitel 4.2)

Ausgehend von diesen Grundgleichungen k&nnen fir die klas-~

sische Himmelsmechanik resp. flir die Satellitengeoddsie ver-

schiedene spezielle Parameterbestimmungsprobleme (z.B. reine

Bahnbestimmung) formuliert werden.

Zur Bestimmung der in (1) eingefilhrten Parameter stehen die

Beobachtungen zur Verfigung.

Eine Beobachtung oder eine Messung ¢§ ist (abgesehen
vom wahren Messfehler ej) gleich dem Wert einer re-
ellen Funktion ¢j(pl,p2,...,pn ) der unbekannten Para-
meter P i= l,2,...,np an deg Stelle p; = p;,

i= l,2,...,np; dabei sind die p;, i= l,2,...,np die
wahren Werte der unbekannten Parameter.

Es gilt:

4 = * * * 1=
Oj + €j ¢j(p1'p2’.-.'pnp)' J llzl"‘lnb
(3)

Wo: ny, Anzahl der Beobachtungen (Messungen)
np: Anzahl der Parameter
pi,i=l,2,...,np: Bezeichnung der Parameter
pi,i=l,2,...,np: Wahre Parameterwerte
6.(p /P seeesP. ), 3=1,2,...,n,_: Beobachtete
J "1 72 np b
(gemessene) Funktionen,

¢j(pf,p:,...,p; ), j=l,2,...,nb: Wahre Funk-

P tionswerte.

Mit der Struktur der beobachteten Funktionen werden wir uns
im zweiten Kapitel befassen.

Eine Parameterbestimmung ist nur mdglich, wenn die Anzahl .
der Beobachtungen der Anzahl der Unbekannten gleichkommt oder
aber diese Ubersteigt. Wir nehmen im folgenden stets an,

dass gilt:

bi np | (4)



Ist n, > np, stellt sich die Frage nach dem wahrschein-
lichsten Parametersatz. Diese Frage ist einfach zu beant-

worten, falls die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

Minimumprinzip 1

Voraussetzungen:

1. Die Beobachtungsfehler sind Werte von unabhédngigen,
normaliverteilten Zufallsvariablen, deren Erwartungs-
werte alle gleich Null und deren Varianzen alle
gleich sind.

2. ny > ng, (Sa) *)

. . +
Der wahrscheinlichste Parametersatz P 1=l,2,...,np

ist LOsung der folgenden Extremalaufgabe:

n
b .
Z (pj (p Ipzl"'lpn ))? = Min, (5b)
i=1 b p '
i . .= - ]
Wobei: oj(pl,pz,-..,pnp) : ¢j(p1,pz,.-.,pnp) ¢j
Die Funktionswerte von p.(...) an der Stelle (5¢)
= p’ i=1,2 n negnt man Residuen
Py Pir 180 e ey .

(5)

*) Die Annahme (5a) garantiert in der Tat noch nicht, dass durch

(5) genau ein Parametersatz definiert wird. Es kann vorkommen,

dass auch im Fall ny >> np keine eindeutige L&sung definiert

ist (siehe Beispiel 12), Fiir den Praktiker heisst dies

immer,

dass er die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten reduzieren

darf resp. reduzieren muss.

Die Anwendung des Minimumprinzips (5) ist immer dann angezeigt,

wenn alle Beobachtungen von gleicher oder zum mindesten von ver-

gleichbarer Genauigkeit sind. Dies ist jedoch in der Praxis

nicht immer erfiillt:

Beispiele:

- Richtungsbeobachtungen zu einem HimmelskSrper mit Teleskopen

verschiedener Brennweiten,




- Verwendung verschiedener Beobachtungsarten (Richtungen
und Distanzen) in der gleichen Parameterbestimmungsauf-

gabe.

In diesen und &dhnlichen Fidllen folgt der wahrscheinlichste

Parametersatz durch das allgemeinere Minimumprinzip 2:

Minimumprinzip 2

Voraussetzungen:

1. Die Beobachtungsfehler ej,j=l,2,...,nb sind Werte
von normalverteilten Zufallsvariablen, deren Er-

wartungswerte alle gleich Null und deren Varianzen

durch
of =o02/g9, , 3=1,2,...,0y (6a)
J o definiert sind.
Wo: gj, j=l,2,...,nb die Gewichte der Beobachtungen
genannt werden. Diese miissen zur Parameter- (6)

bestimmung bekannt sein.

¢ wird mittlerer Gewichtseinheitsfehler genannt.
5 -

Dieser muss nicht gegeben sein.

: . + \
Der wahrscheinlichste Parametersatz p,, 1=l,2,...,np

ist L&sung der folgenden Extremalaufgabe:

Oy
) gL (p.(P P 4e..,P. ))° = Min. (6b)
= 12 n

j=1 ) P

(Definition der Residuen siehe (5c) )

Erliutern wir noch den letzten im Titel der vorliegenden Ar-

beit auftretenden Begriff:

Unter modernen Hilfsmitteln sollen digitale Rechenan-
lagen jeder Gr&ssenordnung (programmierbare Tisch- (7)

rechner, Klein- und Grosscomputer) zu verstehen sein.

Es wire falsch anzunehmen, dass die Hilfsmittel (7) der Him-

melsmechanik lediglich einen technischen Fortschritt gebracht



haben. Gewiss ist auch dieser Aspekt nicht zu unterschitzen:
in dieser Wissenschaft wurde und wird sehr viel numerisch
gerechnet (man denke nur an Bahnbestimmung und Ephemeriden-

rechnung) .

Die eigentliche Bedeutung der modernen Hilfsmittel (7)
liegt jedoch darin, dass man dank ihnen viele klassi-
sche Probleme viel direkter, einfacher und durchsichti-
ger formulieren und 1l8ssen kann als dies vorher méglich (8)

war, und dass man zusdtzlich neue Probleme anpacken kann,

die sich bisher wegen des Rechenaufwandes einer Analyse

entzogen.

Der Aspekt (8) war das wichtigste Motiv fiir die Entstehung

der vorliegenden Arbeit.

Das einleitende Kapitel soll mit einigen Bemerkungen zur Be-

deutung der Himmelsmechanik abgeschlossen werden:

Das, was wir heute unter dem Begriff "Himmelsmechanik" ver-
stehen, begann 1687 mit der Verdffentlichung von I. Newtons
"Philosophiae Naturalis Principia Mathematica" {Newton, 1687}.
Ein wesentlicher Teil jenes Werkes ist der Bewegung der Him-
melsk&rper unseres Planétensystems gewidmet - das Newton'sche
Gravitationsgesetz, mit dessen Hilfe die Bewegung der Planeten
um die Sonne derart gut beschrieben werden kann, wurde hier
erstmals publiziert,

Schon diese Tatsache belegt, dass die Himmelsmechanik fiir die
Entwicklung der Physik - vor allem der Mechanik - von zentraler
Bedeutung war, Auch in der "Nach-Newton-Aera" war die Himmels-
mechanik mit der Entwicklung neuer Gebiete der exakten Wissen-
schaften stets auf engste verknipft (klassische Analysis, ana-
lytische Mechanik).

Nicht hoch genug kann schliesslich die Bedeutung der Himmels-

mechanik flir die numerische Analvysis eingeschdtzt werden: Inter-

polationsrechnung, Differenzenrechnung, numerische Integration
sind Teilgebiete, die von Himmelsmechanikern wesentlich mitge-
staltet wurden. So schreibt Z. Kopal ih seinem Buch "Numerical
Analysis" {Kopal, 1955, p. 9}:



"In fact, until quite recently astronomers (and geodesists)
have been the only real protagonists and accomplished
masters of scientific computation, and as such are respon-

sible for a large part of the techniques now in use, ..."

Zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts fiel die Himmelsmechanik

in eine Art Dornr&schenschlaf, aus dem sie erst Ende der finfziger

Jahre durch den Beginn des Raumfahrtzeitalters unsanft geweckt

wurde. , »

Neue, zum Teil wesentlich anspruchsvollere Probleme waren zu

behandeln: Bei Aufgaben, wie sie in der Satellitengeoddsie zu

1l8sen sind, ist es keine Seltenheit, dass die Anzahl der Unbe-

kannten grdsser als hundert und die Anzahl der Beobachtungen

grosser als zehntausend ist.

Die in dieser jungen Wissenschaft zu l&senden Aufgaben sind al-

so schon vom Umfang her mit den meisten Probiemen der klassischen

Himmelsmechanik nicht zu vergleichen.

Es gibt jedoch auch wichtige qualitative Unterschiede:

- In der klassischen Himmelsmechanik standen bis vor kurzem
ausschliesslich Richtungsbeobachtungen zur Verfligung.
In der Satellitengeoddsie waren praktisch von Anfang an
weitere Beobachtungsarten (Distanzbeobachtungen mit Hilfe
von Riesenpulslasern, Distanzdifferenzbeobachtungen mit
Hilfe der Dopplerempfénger) zu verarbeiten.
- Im Gegensatz zur klassischen Himmelsmechanik sind bei der

Bewegung von kiinstlichen Erdsatelliten die Nicht-Gravita-
tionskridfte Luftwiderstand und Strahlungsdruck zu model-

lieren.

Man unterscheidet in der Satellitengeodisie zwischen der ana-

lytischen und der numerischen Losungsmethode.

Der Unterschied zwischen den beiden L&sungsmethoden besteht
(im wesentlichen) darin, auf welche Weise die Bewegungsglei-
chungen geldst werden:

Bei der analytischen Methode bedient man sich des Instrumen-
tariums der allgemeinen St&rungsrechnung, Als Resultat erhdlt
man die Bahn des Satelliten als eine Funktionenreihe bekannter

elementarer Funktionen mit Koeffizienten, die sich aus den An-



fangsbedingungen bérechnen lassen.

Der flir jeden einzelnen Stdrterm zu leistende Aufwand an Ana-
lyse ist betrdchtlich. Zudem ist zu beachten, dass die resul-
tierenden Reihen iﬁ jedem Falle "nur" Ndherungen der tatsich-
lichen Bahn darstellen.

Bei der numerischen Methode werden die Bewegungsgleichungen
durch die Technlk der numerischen Integration gelet

(Weitere Ueberlegungen zum Thema analytlsche/numerlsche Metho-
den siehe {Beutler, 1977}).

Die grosse Bedeutung der fiir die Probleme der Satellitengeo-
ddsie entwickelten numerischen Ldsungsmethode liegt in ihrer

Einfachheit und in ihrer universellen Anwendbarkeit auf andere

Gebiete der angewandten Mathematik und Physik.

Um die universelle Anwendbarkeit der numerischen L&sungsmetho-
den zu betonen, werden wir in Kapitel 2 ein L&sungsschema fiir
eine breite Klasse von Parameterbestimmungsproblemen entwickeln.
Meines Erachtens wird durch Verallgemeinerungen dieser Art ein-
mal mehr die Bedeutung der Himmelsmechanik/Satellitengeodisie
flir andere wissenschaftliche Disziplinen unterstrichen.

Dass Ubrigens die im Gebiete der Satellitengeoddsie entwickelten
Losungsverfahren auch auf die klassische Himmelsmechanik zuriick-

wirken, werden wir in Kapitel 3.4.2 sehen.




2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN UND TECHNISCHE HILFSMITTEL

Das vorliegende Kapitel umfasst vier voneinander unabhdngi-
ge Teilkapitel :

In Kapitel 2.1 wird zundchst die mathematische Struktur der
zu l8senden Aufgaben untersucht : In Kapitel 2.1.1 wird diese
Struktur anhand von drei einfachen Beispielen erldutert ,

die Parameterbestimmungsaufgaben von Satellitengeoddsie und
Himmelsmechanik werden schliesslich einer Klasse Kl von Para-
meterbestimmungsaufgaben zugeordnet ( siehe (18) ) . In den
Kapiteln 2.1,2 bis 2.1.7 werden anschliessend die L&sungs-
verfahren fiir die Probleme dieser libergeordneten Klasse her-
geleitet und in zwei Blockschemen festgehalten ( siehe (66)/
(67) ) .

In der vorliegenden Arbeit werden alle praktischen Anwendungen
mit dem Kleincomputer der Satellitenbeobachtungsstation Zim-
merwald berechnet . Daher werden in Kapitel 2.2 diese Rechen-
anlage sowie einige Hilfsprogramme und Unterprogramme kurz
vorgestellt . _ .
Kapitel 2.3 ist der numerischen Integration gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungssysteme gewidmet . Im Gegensatz zu friiheren
Behandlungen dieses Themas ( siehe z.B. {G. Beutler,b1979%} )
wird das Schwergewicht auf die numerische L&sung von Parame-

terbestimmungsaufgaben und auf einfache Anwendbarkeit gelegt .

In Kapitel 2.4 schliesslich werden Koordinatensysteme , Koor-
dinatentransformationen und die ( fiir das folgende ) wichtig-

sten Beobachtungstechniken erldutert .

"Problemé der Parameterbestimmung in physikalischen Systemen™"
war der Titel einer Vorlesung , die ich im Wintersemester 1981/
1982 an der Universitdt Bern hielt . Einige der in Kapitel 2.1
angeschnittenen Themen sind in jener Vorlesung ausfiihrlicher
behandelt worden . Daher wird an der einen und anderen Stelle
auf das in der Reihe "Mitteilungen der Satellitenbeobachtungs-

station Zimmerwald" erschienene Skriptum zu dieser Vorlesung



verwiesen ( siehe {G. Beutler,1982} ) ,

2.1 DIE MATHEMATISCHE STRUKTUR DER PARAMETERBESTIMMUNGS -
PROBLEME IN HIMMELSMECHANIK UND SATELLITEN -
GEODASIE

Vor der geﬁauen Problemdefinition in Kapitel 2.1.1 wollen .
wir die Art der zu ldsenden Aufgaben durch drei Beispiele
veranschaulichen . .

Zu diesen ( und den folgenden Beispielen ) zwei Anmerkungen
technischer Natur :

Anmerkung 1 : Die wichtigsten Beispiele werden numeriert

( siehe Verzeichnis der Beispiele Seite III ) , Um sie
vom Haupttext abzuheben , werden sie durch ein engeres
Schriftbild und durch einen kleineren Zeilenabstand ge-
kennzeichnet .

Die Formeln werden innerhalb der Beispiele durch (Bi.xx)
gekennzeichnet . Dabei steht "B" filir Beispiel , "i" ist
die Nummér des Beispiels , "xx" ist die Nummer der For-

mel innerhalb des Beispiels .,

Anmerkung 2 : Es ist unumgdnglich , dass in den folgenden

drei Beispielen dem Haupttext an einigen Stellen vorge-
griffen wird . Wir werden aber immer angeben , wo der be-~

treffende Sachverhalt griindlicher behandelt wird .

Beispiel 1 : Bahnbestimmung in der klassischen Himmelsmechanik mit
Hilfe von Richtungsbeobachtungen

Flir diese Aufgabe werden in Kapitel 3 verschiedene Lsungsmethcden bespro-
chen . In diesem ersten Beispiel sollen nur die prinzipiellen Aspekte
der Bahnbestimmungsaufgabe erwdhnt werden :

- Die heliozentrische Bahn g(t) des becbachteten Himmelskdrpers (HK) ist
Losung eines gewShnlichen , nicht linearen Differentialgleichungssys-
tems zweiter Ordnung mit drei Gleichungen :

A T - (Bl.1)
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;(t) ist der heliozentrische Ortsvektor des beobachteten
Himmelsk&rpers , (B1.2)
) , i=0,1,2,... ist dessen i-te Ableitung nach der
Zeit t .

£(t;¥) wird bei der reinen Bahnbestimmungsaufgabe , wie wir
sie hier besprechen , als bekannt vorausgesetzt .

> (i)

(B1.3)

Die explizite Gestalt des Systems (Bl.3) - die hier nicht von Interesse
ist - wird in Kapitel 3 hergeleitet .

Durch (Bl.l) ist die Bahn ;(t) noch nicht eindeutig festgelegt ;(t)

ist eine partikuldre LSsung des Systems (Bl.l) ; eine partikuldre Idsung

eines Differentialgleichungssystems kann auf vielerlei verschiedene Arten
definiert werden . Es seien an dieser Stelle die beiden wichtigsten Mog-

lichkeiten erwdhnt :

- Problemformulierungen
a. Anfangswertproblem
Zu einem bestimmten Zeitpunkt (Epoche) T, muss gelten :
W ) =2, , 10,1 (B1.4a)

-
r..
0i

b. Randwertproblem
Zu zwel verschiedenen Zeiten ( Epochen ) Ti,i=l,2 muss gelten :

- - .
r(Ti) = rli ’ l=l,2 ’ Tl "7'é T, (Bl.4b)

Die Epoche T¢ in (Bl.4a) ist frei wdhlbar . Bei den hen in (Bl.4b)
ist darauf zu achten , dass die zugehdrigen Vektoren ry;,i=l,2 nicht
kolinear sind .

Sind die Vektoren auf den rechten Seiten von (Bl.4a,b) gegeben , ist
durch (Bl.l) , (Bl.4a) eine Anfangswertaufgabe , durch (Bl.l) , (Bl.4b)
eine Randwertaufgabe definiert . ‘

Die Formulierung als Anfangswertaufgabe ist - van mathematischen Stand--
punkt aus gesehen - weniger problematisch , da dafilr in der Literatur
einfache Existenz- und Eindeutigkeitssdtze vorhanden sind . Bei Rand-
wertproblemen der Art (Bl.1l) , (Bl.4b) ist insbesondere die Eindeutig-
keit nicht immer gewdhrleistet . In der praktischen Anwendung ist die-
ser Vorbehalt jedoch kaum ven Bedeutung , da aus “physikalischen” Ueber-
legqungen meist nur eine LOsung in Frage kommt . In der einschldgigen
Literatur wird diese Frage daher kaum diskutiert .

In Kapitel 3 werden wir die reine Bahnbestimmungsaufgabe als Anfangs-—
urnd als Randwertproblem beharndeln .

- Welches sind die bei der reinen Bahnbestimmung zu bestimmenden Parame-
ter ?

Da das Differentialgleichungssystem (Bl.l) gegeben ist , Miissen
lediglich irgendwelche sechs Grdssen *) bestimmt werden , die
ihrerseits die Vektoren auf den rechten Seiten der Glelchungen
(Bl.4a) resp. (Bl.4b) festlegen :

} In einigen Spezialfdllen kann die Anzahl der Paz:*ameter reduziert
werden ( siehe Kapitel 3 ) . .



-11 -

Bei der reinen Bahnbestimmung miissen ( htchstens ) sechs
Parameter p; 1'.=1,2,...,np bestimmt werden , die die
Anfangswerte (Bl.4a) resp. die Randwerte (Bl.4b) eindeu-

tig festlegen .
Bei der Formulierung als Anfangswertaufgabe gilt :

r( (B1.5)

P
Bei der Formulierung als Randwertaufgabe gilt :

- - :
r(Ti) = rli( pllpzr---rpnp) , 71,2, np s 6

>
(To) = rOi( Pllpzl---(Pr}p) » i=0,1 , n <6

Die beobachteten Funktionen

Wir nehmen vereinfachend an , dass von einer Beobachtungsstation B

aus zu den Zeiten t , k=1,2,...,nr > 3 die Richtungen zu dem betref-
fenden HimmelskOrper gemessen werden . ( In Kapitel 2.4.2.1 werden wir
sehen , dass die beobachteten Richtungen in Wirklichkeit etwas anders
definiert sind ) .

Die Geametrie der k-ten Becbachtung wird durch Figur 1 veranschaulicht :

Fiqur 1 Iegende
? S : Sonne
B : Becbachtungsstation
> HK: Becbachteter HimmelskOrper
- §k: Heliozentrischer Crtsvektor der
r(t) Beobachtungsstation zur Zeit t
tk - k
I, r(tk): heliozentrischer Crtsvektor von HK
zur Zeit =
> A :=T(t) - R 12 | (B1.6)
- - r := ')
* ﬁk B, }; A, LA (B1.7)
1] e, o= .

Die beobachtete Richtung ist durch den Einheitsvektor %( cdefiniert .
Beobachtet werden allerdings nicht direkt die kartesischen Koordinaten
dieses Vektors , sondern die zwei Polarkoordinaten Rektaszension und
Deklination &, , welche sich auf das mittlere Aequatorsystem einer be-
stimmten Epocﬁe beziehen ( Definition siehe Kapitel 2.4.1 , (132a) ) :

cos (ozk) *cos (cSk)

-

e = | sin(og)cos () ' (B1.8)
sin(ék) | '
Oder :
Olk := arc tan ( Ak2/ Akl ) B 6}{ := arc sin ( Ak3/ Ak ) (B1.9)

In Anbetracht von (Bl.5) darf man schreiben :

T(t) := i’(t;pl,pz,...,pn ) (B1,10)
P
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‘Setzt man (B1.10) in (Bl.6) ein , und eliminiert in (Bl1.9) die Komponen—

ten und den Betrag des Vektors Kk mit den so erhaltenen Gleichungen ,
folgt :
-

(p 'p ,...,P )=UJ ( r( ;p Ip I“'lp ) )

x P T PR "o, k=1,2,...,n (BL.11)

Gk( PerZr-ouPn )=‘l)2( r(tk;Plrpzl'Oorpn ) )
P P

Pro beobachtete Richtung resultieren also zwei beobachtete Funkticnen
im Sinne von Definition (3) .
Beide Funktionen sind nicht linear in den Parametern Py i=1,2 ,...,np o

Weiter ist aus (Bl.ll) ersichtlich , dass es sich um zusammengesetzte
Funktionen handelt , wobei die dusseren Funktionen i, und 11) elementare
Funktionen in den Komponenten des Vektors r(t ) smd wahrend die inne-
ren Funktionen im allgemeinen als Ldsung elnes leferentlalglelchungs-
systems nicht elementar in den gesuchten Parametern sind .

Vollstindigkeitshalber wollen wir noch den Anschluss an die allgemeine
Schreibweise von Definition (3) herstellen :

0. ( By 4DyreeesP ) 3= & (By,ByraeesP, ) o 3= 2°k-1
J " % _ s k=1,2,0000m,
¢j( pllpzlcoolpn ) = csk( pllpzloto]pn ) F 4 j=2.k ’
D D
Ny 3= 2 n.

{B1.12)

Beispiel 2 : Bestimmen der Bahn eines Kometen und Bestimmen der

Masse eines stdrenden Planeten

Eine solche Fragestellung ist sinnvoll , wenn der beobachtete Kamet "nahe"
an einem grossen Planeten vorbeizieht .

Setzt man die heliozentrische Bahn des stOrenden Planeten als bekannt vor-
aus , kann die Bahn des Kometen beispielsweise als Losung des folgenden
Anfangswertproblems dargestellt werden :

2@ - @ e E (6D (B2.1)
£ ) =, (BysDyreeeipy) 5 10,1 (B2.2)

In (B2.1) ist mp die gesuchte Masse des stdrenden Planeten . Die explizi-
te Gestalt der Funkticnen f..(..) ist in diesem Beispiel nicht von Inter-
esse ( siehe dazu Kapitel 3 ) .

p; » i=l 125 e0¢,6 sind sechs Parameter , die die Vektoren r
deutig festlegen .

Flir die Raln r(t) diirfen wir schreiben :

0 ’ i=0'l ejn_

-> >
r(t) := r(t;pl,pz,...,ps,nb) (B2,3)

Offenbar treten in (B2.3) zwel verschiedene Parameterarten auf : Zum einen
die schon in Beispiel 1 angetroffenen Parameter p; i=1,2,...,6 , die die
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Anfangswerte definieren , zum anderen der Parameter , der zur Defini-
tion des Differentialgleichungssystems (B2.1) bendtigt wird .

Bei komplizierteren Aufgaben ( mehr als ein stSrender Planet oder sto-
rende Planeten mit nicht kugelsymmetrischer Massenverteilung etc. ) wer-—
den wesentlich mehr Parameter dieses Typs auftreten .

In Kapitel 2.1.1 werden wir Parameter , die Anfangs- oder Randwerte defi-
nieren Parameter vom Typ 1 , Parameter , die das zugrunde liegende Diffe-
rentialgleichungssystem festlegen , Parameter vom Typ 2 nennen ( siehe
Tabelle 1 Seite 20 ) .

In Analogie zu (Bl.11) definieren wir die beobachteten Funktionen durch :

’ ' >
(PP reeesP, M) =V ({5 ;P /P seeesP M) )
a]( 1 2 6. P 1 tk 1 2 6 P k = 1021'00'nr(B204)

>
S (PP reeerPem) = U, (T3P /Py seesPym ) )

Dabei haben wir wiederum angenommen , dass n, Richtungen von ein und dem-
selben Observatorium aus gemessen wurden , dessen heliozentrische Positio—~
nen zu den Zeiten tk P k=1,2,...,nr bekannt sind .

Die Struktur der beobachteten Funktionen ist im wesentlichen dieselbe wie
in Beispiel 1 ; damit gelten alle Bemerkungen zu (Bl.1ll) auch in Bezug
auf (B2.4)

Beispiel 3 : Fragestellungen aus der Satellitengecddsie

In Kapitel 4 wird gezeigt , dass die Differentialgleichungen fiir die Bewe-
gung eines kiinstlichen Erdsatelliten die folgende Gestalt haben :

9 CrTE (P ) + (e, (B3.1)

Wobei : r(t) : Ortsvektor des Satelliten im geozentrischen  *)

- Aequatorsystem der Epoche Eo . (B3.2a)

r'(t): Ortsvektor des Satelliten im geozentrischen — *) (83.25)
erdfesten System. .

R(t) : Drehmatrix , durch die der Uebergang vom (83.2¢)
Aequatorsystem ins erdfeste System definiert .
ist :

F'(t) = R(DEM) ; E(t) =R () *)  (83.2d)

R(t)T ist die zu R(t) transponierte Matrix .

R(t) ist ein Produkt verschiedener Drehmatrizen ,
durch die die Bewegung der Erde als eines Starr-
k&rpers in einem Quasi-Inertialsystem beschrieben
wird ( siehe Kapitel 2.4.1 ) . -

Die explizite Gestalt der Furktionen fo(..) , £1(...) wird uns in Kapitel
4 beschidftigen ; sie ist hier nicht von Interesse .

Wahrend eines bestimmten Zeitintervalles soll ein klinstlicher Erdsatellit
von insgesamt nSt Stationen aus hecbachtet werden :

Es seien : i , i=1,2,...,n : Ortsvektoren der Stationen im erd-
i St (B3.3)
festen System .

*) Eine korrektere Schreibweise wird in Kapitel 2.4.1 eingefiihrt und in
Kapitel 4 konsequent angewandt . :
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Einfachheitshalber wollen wir annehmen , dass ausschliesslich n, Richtun-
gen beobachtet wurden . Die k-te Richtung sei vom Observatorium mit der

Nummer lk aus zur Zeit tk beobachtet worden ( k=1,2,...,nr ) .

Damit sollen zwei Aufgaben geldst werden :

Problemstellung 1

Die beobachteten Richtungen sollen dazu verwendet werden , sechs Parame-
ter p; , i=1,2,...,6 zu bestimmen , die die Anfangswerte des Satelliten
festlegen ; zusitzlich dazu sollen die Kamponenten der Ortsvektoren Xj , :
i=1,2,. oerligy der beobachtenden Stationen bestimmt werden ( siehe (B3.3) ) .

Alle das Differentialgleichungssystem definierenden Grdssen , insbesondere
die Matrix R(t) , werden als bekannt vorausgesetzt .
Es gilt also :

@ gy =F ¢ ) i=0,1 (B3.4)
0 _rOi Plrpzr---:PG . 15U, o

Damit gilt auch :
;(t) = ;( t;plrpzl---lps) (B3.5)

Die Geometrie der k-ten beobachteten Richtung kann wiederum durch Figur 1
veranschaulicht werden , wenn man dort S mit dem Geozentrum , HK mit

dem beobachteten Satelliten und B mit der Station identifiziert , von
der aus die k-te Richtung becbachtet wurde .

Thr Ortsvektor im Aequatorsystem der Epoche Ep wird analeg zu (B2.2d),
wie folgt berechnet : -

> T > ) '
:= R(t, ) "X, ‘ - (B3.6)

Mit dieser Definition kénnen wir die Resultate (Bl.6,7,8,9) aus Beispiel 1
unverdndert lbernehmen .

Setzt man (B3.5) und (B3.6) in (Bl.6) ein und eliminiert damit analog

wie in Beispiel 1 die Komponenten und den Betrag des Vektors Agam
(B1.9) kdnnen die beiden der k-ten Richtung entsprechenden beobachteten
Funktionen wie folgt geschrieben werden :

-> - -
_Otk(pl,pz....pG,Xik) = p¥( t}JPl'Pz'"'Ps) ' X]._k ) =12,
" - - ->
Ok(PlrpZ:--,PsrXik) = 'J};( r( t—k;plrpzl--rpe) ’ xik ) rk=1r21--~lnr
{(B3.7)

Offensichtlich haben wir es hier mit einer neuen Parameterart zu tun :
Die Kamponenten der Vektoren Xj i=1,2,.../ng¢ treten nicht als Para-
meter der partikulédren ISsung von (B3.1) auf ; sie sind direkt Argumente
der dusseren Funktionen y%¥(...) s i=1,2 .

In Kapitel 2.1.1 werden wir Parameter dieser Art Parameter vom Typ 3
nennen ( siehe Tabelle 1 Seite 20 ) '
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Problemstellung 2

Diese unterscheidet sich nmur in zwei Punkten von der ersten Problem—

stellung : N "

1. Die Ortsvektoren X; der Beobachtungsstationen ( siehe (B3.3) )
werden als bekannt angenommen , i=1,2,...,nst .

2. Wir nehmen an , dass zwei Parameter X und y der Drehlmatrix
R(t) ( die wir vorhin als bekannt vorausgesetzt haben )
nicht bekannt sind .

Es gelte also :

R(t) := R(t;x,y)

Fir die Betrachtungen in diesem Beispiel ist die physikalische Bedeutung
der Parameter x , y nicht von Belang . In Kapitel 4.4.1 werden wir sehen ,
dass man sie mit den die Polschwankung der Erde beschreibenden Parame-.
tern identifizieren kamn .

Die Matrix R(t) wird an zwei verschiedenen Stellen gebraucht :

1. Zur Definition des Differentialgleichungssystems (B3.1)
2. Zur Berechnung der Ortsvektoren der beobachtenden Stationen
im Aequatorsystem ( siehe (B3.6) )

Damit miissen wir zundchst (B3.5) verallgemeinern :

T(E) = T( 1D, /D, s+ 1Py rXsY) (B3.8)

Die beobachteten Funktionen hingegen haben die folgende Gestalt :

+ -
O (B s, reesP i X0Y) = Yy (C(5D, /PyreesPerX,Y) 4 XY )

+ - 14 k'—'l,z,..,nr
G (PyrPyr e« iPeiXyy) = Yo (Bt 7P /P, s e /P sXY) + XY ) (53.9)
» : B3.9

Offensichtlich handelt es sich bei den Parametern x und y um eine Parame-
terart , die die Eigenschaften der Parameterarten 2 und 3 auf sich ver-
einigt : x und y werden zur Definition des Differentialgleichungssystems
(B3.1) benbtigt , sie treten jedoch zusitzlich als Argumente der Funktio-
nen w#;(...) explizit auf .

Die Tatsache , dass geamischte Parameter dieser Art auftreten kdnnen ,
bedeutet , dass die drei eingeflihrten Parameterklassen bei bestimmten
Anwendungen nicht disjunkt zu sein brauchen .

Es liessen sich noch viele weitere Beispiele angeben , die
durchaus neue Aspekte aufweisen . So wird beispielsweise
bei vielen Aufgaben das zugrunde Iiegende Differentialglei-
chungssystem aus mehr als nur drei Gleichungen bestehen .
In andern Fdllen sind Differentialgleichungen nicht direkt
fiir die Ortsvektoren , sondern beispielsweise fiir die osku-

lierenden Elemente gegeben .




Es ist aber bestimmt nicht sinnvoll , den ganzen Stoff der

eigentlichen Problemdefinition vorwegzunehmen .

2.1.1 PROBLEMSTELLUNG

Wir wollen von der Annahme ausgehen , dass bei einem bestimm-
ten Parameterbestimmungsproblem der Himmelsmechanik oder der
Satellitengeodidsie insgesamt N Himmelskdrper beobachtet wur-
den .

Zudem wollen wir annehmen , dass die BeWegung dieser Himmels-

kdrper - in einem bestimmten Koordinatensystem - vollstdndig
-5

durch die Ortsvektoren rl(t) , 2=1,2,...,N beschrieben werden

kann .

Spiter - in den Kapiteln 3.2 resp. 4.2 - wird gezeigt , dass
die Ortsvektoren der untersuchten Himmelskdrper partikuldre
Ldsungen -von gewdhnlichen expliziten Differentialgleichungs-
systemen zweiter Ordnung mit drei Gleichungen sind , wobei die

Systeme flir die einzelnen HimmelskOrper gekoppelt sein k&nnen .,

Aufgrund der folgenden Ueberlegungen wollen wir die Problem-
stellung verallgemeinern ‘
- Jedes gewdhnliche , explizite Differentialgleichungssystem
héherer Ordnung kann in ein System erster Ordnung umgewan-
delt werden

- In vielen Fillen ist es sinnvoll , Differentialgleichungen

fiir "irgendwelche" Funktionen von ;Q(t) und ;2(1)(t) '
2=1,2,...,N aus den Differentialgleichungen filir die Orts-

vektoren herzuleiten und zu l&sen .

- Bei speziellen Aufgaben gelingt es , durch geschickte
Variablentransformationen die Anzahl der Differentialglei—
chungen a priori zu reduzieren ( beispielsweise , wenn man
weiss , dass sich die Bewegung sdmtlicher HimmelskOrper in

einer Ebene abspielt )} .

Wir wollen daher annehrnen , dass die Bewegung der einzelnen

Himmelskdrper sich auf folgende Weise beschreiben ldsst :
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F,(8) = ?(t;KRI,K2|(1),...,K2[(n‘l)) , 2=1,2,...,N (9)

Wobei : N : Anzahl Himmelskdrper
‘KQ 1= Kz(t)l : Kolonnenmatrix mit d, Komponenten
g :=(K2(t)l)T:Die zu Kzl transponierte Zeilen- ~
T matrix . £=1,2,...,N (92)
Kzl(i),i=0,l,... : Ableitungen von Kzl nach der
Zeit t . 2=1,2,...,N
Die Kolonnemmatrizen <,| , 2=1,2,...,N sind partikuldre L&sun-

gen eines gewdhnlichen , expliziten Differentialgleichungs-
systems n-ter Ordnung . Dabei wird n=1 oder n=2 gelten , was
wir aber bei der fclgenden Formulierung nicht speziell zum

Ausdruck bringen werden .

(n (1) (n-1) (n-1)
ol =yt Le T e 1T e e :
n-1
...,KNII..”KNI( )’SI'SZI...'SnZ)I
2=1,2,...,N (10)
Wobei : n : Ordnung des Systems (10)
d : Anzahl Gleichungen pro Himmels-

korper ( siehe (9a) )
Yg(“)l ,» 2=1,2,...,N : Kolonnenmatrizen
. (10a)
mit do Elementen .
d = N*d, : Dimension des Differentialglei-
chungssystems (10) '
‘ si,i=l,2,...,n2 : Die zu bestimmenden Parame-

ter vom Typ 2 ( siehe Tabelle 1 ) .

(10) ist ein System von d = N-d, gewShnlichen Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung . In den Problemen der Satellitengeodi-
sie und in Spezialproblemen der klassischen Himmelsmechanik

hat (10) die folgende einfachere Struktur

n . (1) (n-1)
Kzl( ) < Yg(t;KQIlKQ| Kg! 'Sl’sz""’sn2)|

F o oy

2=1,2,...,N (10%)
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Das System (10*) besteht aus insgesamt N Teilsystemen , die
beziiglich der Variablen Kll(i), 2=1,2,...,N ( aber nicht be-
zliglich der Parameter si,i=1,2,...,n2 ) voneinander separiert
sind .

Wir wollen das System (10) einfacher schreiben . Dazu definie-

ren wir zwei Zeilenmatrizen und die zugehdrigen Kolonnenmatri-

zen
z e= | _K_llf_z_'...’fﬂ) Und—f— 2= Y_}'_Y__Z_"”'Y_N)
) T 11
vl= (y ) sowie fl|= ( £ ) (1)

Damit k&nnen wir (10) wie folgt schreiben ( dieselbe Schreib-
weise kann selbstverstdndlich auch fiir das System (10*) ver-
wendet werden ) :

1 -
y| 7,

g1 @ = £e,yl, ey S, 1S, reeerS ) (12)

Durch (12) sind die Funktionen y(t)| resp. Kz(t)| , &=1,2,..,N
noch nicht eindeutig bestimmt . Es miissen vielmehr zusdtzlich
Bedingungsgleichungen angegeben werden , die eine partikuldre
Lsung von (12) festlegen . Genau wie in Beispiel 1 wollen wir
zwei MBglichkeiten ( Anfangswertproblem , Randwertproblem )

in Betracht ziehen . Es wird dabei sinnvoll sein , bei den
Aufgaben , die durch Gleichungen der Art (10%) charakterisiert

sind , etwas allgemeinere Ans&tze zu machen .

1. Partikulire Ldsungen von (12)

a. Formulierung als Anfangswertproblem

2,...,Cn.)!, i=0’l,o..,;—l (138.)
s

b. Formulierung als Randwertproblem

y(Ti)l 1= yli(cl,cz,...,cnl)[ , i=1,2,...,n (13b)

( wobei T.l#Tk fiir i#k )
Die Cy o+ i=l,2,...,n1 sind die bei einer speziellen Aufgabe
zu bestimmenden Parameter vom Typ 1 ( siehe Tabelle 1 ) .
Selbstverstdndlich werden die ci,i=l,2,...,n1 in (13a) eine

andere physikalische Bedeutung als in (13b) haben .
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2. Partikuldre L&sungen von (10%)

a. Formulierung als Anfangswertaufgabe

i .
KR(TRO)I( ) :=KO£i(c1'ci"°"cn1)| ' 1=0,1,...,n-1(13af)
Ql=l,2’c.o’N

b. Formulierung als Randwertaufgabe
g (T | e= Klli(cl’cz""’cnl)l » i=1,2,...,n  (13b%)
2=1,2,...,N
TZi#Tzk fliir i#k

Die Formulierung (l13a*) ist identisch mit der Formulierung

(13a) , wenn gilt T20 = T0 r =1,2,...,N . In der Variablen-

liste der Funktionen «k

resp. wird ( normalerweise )

021! K124
nur der N-te Teil der Parameter C; v i=1,2,...,n, auftreten .
Wir verzichten darauf , dies in (13a,b*) anzudeuten .

Im folgenden werden wir immer die Formulierungen (12) , (13a,b)
verwenden , auch wenn eine Aufgabe durch ein System (10a%*)
charakterisiert ist , falls nicht (10%*) , (13a*,b*) unbedingt

zum Verstdndnis notig sind .

Die Bewegung der beobachteten HimmelskOrper wird durch (12)
und (13a) resp. (13b) vollstdndig beschrieben . Wir diirfen

somit von der folgenden kurzen Notation Gebrauch machen :

dy(t)l 1= y(t;cl,cz,...,cnl,sl,sz,...,snz)[ (14a)

o =T ’ 14b

rQ’(t) -« rg(t,cl,cz,...,Cnl,Sl,Sz,...,Snz) ( )
2=l,2'.o.’N

Jede Beobachtung wird von einer Beobachtungsstation aus durch-

gefiihrt . Dabei kann es durchaus sein , dass eine Beobachtungs-
station selbst mit einem beobachteten Himmelskbrper identisch
ist ( z.B. eine kilinstliche Raumsonde ) ; im Normalfall ver-
steht man unter dem Begriff "Becobachtungsstation" jedoch ein
Observatorium auf der Erdoberfliche .

In diesen Fallen ist das physikalische System durch das Diffe-
rentialgleichungssystem (12) und durch (13a) resp. (13b) noch

nicht eindeutig festgelegt . Z2usdtzlich wird ein mathematisches
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Modell fiir die Beschreibung der Bewegung der Observatorien be-
zliglich des Geozentrums bendtigt ( in dem Koordinatensystem ,
in dem die Gleichungen (12) formuliert sind ) .

Wir haben in Beispiel 3 gesehen , dass bei Aufgaben dieser Art
ParameterAauftreten konnen , die zwar als Argumente der beob-
achteten Funktionen , nicht aber als Argqumente der Bahn ;(t)
des beobachteten Himmelsk&pers vorkommen ( siehe (B3.7) ) .
Fiir Parameter dieser Art filhren wir die folgende allgemeine

Schreibweise ein :

gi,i=1,2,...,n3 : Parameter , die als Argumente der

beobachteten Funktionen , nicht aber der LOsun-

gen der betreffenden Differentialgleichungssys- (15)
teme auftreten .
Fassen wir 2zusammen :
Tabelle 1
Parameterarten bei Parameterbestimmungsaufgaben der
Himmelsmechanik und der Satellitengecddsie
Typ | Bezeichnung Beschreibung

1 ci,i=l,2,...,n1 Parameter , die die Anfangs-
oder die Randwerte der beob-
achteten HimmelskOrper defi-
nieren .

2 si,i=1,2,...,n2 Parameter , die das Differen-
tialgleichungsystem (12) defi- | (16)
nieren . ‘

3 gi,i=1,2,...,né Parameter , die die geozentri-
sche Bewegung der Beobachtungs-
stationen festlegen .

3 pi,i=1,2,...,np Parameter vom Typ 1,2 oder 3
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Bemerkungen zu Tabelle 1

- Die Parameterliste in Tabelle 1 ist nicht vollst&dndig.

Béi verschiedenen Beobachtungsarten k&nnen noch weitere
Parameter rein technischer Natur ( z.B. "Frequenzdrifts™
bei Dopplerbeobachtungen ) dazukommen. Vom mathematischen
Standpunkt aus gesehen haben diese neuen Parameter alle
Eigenschaften der Parameter vom Typ 3 in Tabelle 1. Im
folgenden werden wir daher von solchen Parametern absehen,
und - etwas vereinfachend - nur die Parameter in Tabelle 1
betrachten.

- Bei der zweiten Problemstellung in Beispiel 3 haben wir
gesehen , dass es_“gemischte" Parameter gibt , die mehr -
als einer Parameterklasse in Tabelle 1 angehdren .

Die drei in Tabelle 1 aufgefiihrten Parameterklassen brau-
chen also nicht disjunkt zu sein .

Es gilt : np <n +n, +n, (16a)

- Die Parameter vom Typ 1 und vom Typ 2 definieren zusammen
eine partikul&re L&sung von (12) ( siehe (l4a,b) ) .
Flir die Anzahl der Parameter vom Typ 1 gilt dabei im
Normalfall :

n, = n°N'd0 = 6°N (16b)

Dies entspricht der Tatsache , dass - bei gegebenen Parame-
tern vom Typ 2 - jede Bahn eines Himmelsk&rpers durch sechs
Gr&ssen , beispielsweise durch den Orts- und den Geschwin-
digkeitsvektor zu einem Zeitpunkt T0 definiert ist .
Ausnahmen von (16b) gibt es beispielsweise bei reinen Bahn-
bestimmungsaufgaben , wenn man durch geschickte Parameter-—
wahl die Anzahl der Unbekannten reduzieren kann , oder wenn
man gewisse a priori Informationen ( z.B. eine Kometenbahn
soll eine Parabel sein ) zur Verfiligung hat . Probleme -die-
ser Art werden wir in den Kapiteln 3 und 4 antreffen .

- Es sei nochmals festgehalten , dass n , die Ordnung des ge--
wbhnlichen Differentialgleichungssystems (12) 1 oder 2 sein

wird .
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Damit kommen wir zur Struktur der in Definition (3) erwihnten

beobachteten Funktionen .

Im wesentlichen lassen sich sdmtliche beobachteten Funktionen

in der vorliegenden Arbeit auf folgende Weise schreiben :
' (1 n-1
¢j(p1,pz,---,pn ) = wj(tj;gi,yl ),..-,yl( )
P
Wobel y| = y(tj;cl,cz,...,c

:9’1:--,gn3)

nl’sl'SZ""'snz)l
j = 1,2,...,n -
J [ 4 r b

(17)

Kommentar zu (17)

- Der Index j bei wj(...) soll andeuten , dass im Prinzip
bei jeder einzelnen Beobachtung eine andere Funktion beob-
achtet werden kann ( Distanzen , Winkel etc. ) .

- Die Zeiten tj , j=1,2,...,n_ werden Beobachtungszeiten

b
genannt . Dabei ist es durchaus mdglich , dass verschiede-

nen RBeobachtungen dieselben Zeiten zugeordnet werden mis-

sen . Wir werden stets annemen , dass gilt :

t <t

. £t < ... 2t (17a)

3 - - nb

- Es ist eine bekannte Tatsache , dass y(t)| ( im Normalfall

2

( keine Kollisionen etc. ) ) eine reell-analytische Funk-
tion der Zeit t ist .
Damit diirfen wir y(t)| um jedes £ in eine Taylorreihe
( mit endlichem Konvergenzradius ) entwickeln :
: o 1
ye)| =} -;—-y(t ) &
i=Q ~°

Da y(t)| LBsung des Differentialgleichungssystems (12) ist ,

-(t—tj)i (17b)

kdnnen sdmtliche Ableitungen v(t )](l) , i=n,n+l,... als

Funktionen der y(t )l(l) » 1 =0, 1,...,n—1 dargestellt wer-

den .

Fliir einen Punkt t=tj+Atj innerhalb des Konvergenzradius'

von (17b) gilt somit :

ye, At = xearat sy (e Ly e |8, vy ) are
J SRR J 17 ] -3
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Damit aber haben wir gezeigt , dass in (17) auch beobachte-

te Funktionen folgenden Typs eingeschlossen sind :

= . (1)
03Py sPyr sy ) = Aj(tj,y(tj)I,y(tj+Atj)\,y(tj+Atj){ '

P ...,gl,gz,...,gna)
( tj+Atj innerhalb des Konvergenzradius von (17b) ) (174)

- Zusdtzlich werden wir annehmen , dass auch Funktionen der

folgenden Art unter (17) zu verstehen sind :
tj+Atj

¢j(PIrP2r---:Pnp) = {j

( t = tj+Atj innerhalb des Konvergénzradius von (17b) ) .

Bj(t')Y(t')Il--rgll--rgns)'dt'

(17e)

- In der Praxis wird den Atj,j=l,2,...,nb die Bedeutung
von Laufzeiten von Lichtsignalen ( oder andern elektro-
magnetischen Signalen ) zukommen .

- Es wire durchaus méglich gewesen , den Begriff der beobach-
teten Funktion noch allgemeiner als in (17) , (17d4d) , (17e)
zu fassen . Insbesondere kdnnte man bei Definitionen der
Art (17d4,e) aufvdie Forderung verzichten , dass t=tj+Atj
im Konvergenzbereich von (17b) liegt . Solche Verallgemei-
nerungen sind jedoch fiir unsere Anwendungen nicht notig .

( Vergleiche {G.Beutler , 1982 , p.4} ) .

- Es verdient festgehalten zu werden , dass die Parameter

vom Typ 1 und 2 in (17) nur mittelbar - via Ldsungsvektor

yl des Differentialgleichungssystems (12) - auftreten .

Die Parameterbestimmungsprobleme der klassischen Himmelsme-
chanik und der Satellitengeocddsie gehdren der grossen Klas-
se von Parameterbestimmungsproblemen an , die sich durch ge-

wShnliche Differentialgleichungssysteme beschreiben lassen .

Diese Problemklasse wurde in {G. Beutler , 1982 , Kap. 5.3}
Klasse Kl genannt . Wir werden in der vorliegendeﬁ Arbeit
diese Bezeichnung iibernehmen :

Parameterbestimmungsprobleme der Klasse Kl sind Pro-

bleme , die sich durch gew8hnliche Differentialglei- (18)

chungssysteme beschreiben lassen .
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Die Aussagen der Kapitel 2.1.2 bis 2.1.7 haben Glltigkeit fir

alle Parameterbestimmungsaufgaben der Klasse K1 .

2.1.2 LINEARISIERUNG DER AUFGABEN

Im einleitenden Kapitel haben wir unter (6) festgestellt ,

dass der wahrscheinlichste Parametersatz pj , i=1,2,.../n
- unter gewissen Voraussetzungen statisti;cher Natur - °

Ldsung der Extremalaufgabe (6b) ist

Definiert man

n
b
F(p,s1Pyreeerpy ) 2= ] g5 (05(P1sPase- Py ))? (19)
j J=1 P

kann (6b) auch wie

folgt geschrieben werden :

F(pl,pz,...,pn ) = Min (20)
P

Notwendige Bedingung dafiir , dass (20) erfiillt ist , ist es ,
dass die partiellen Ableitungen der Funktion F({(...) nach je-
dem Parameter an der Stelle des Minimums gleich Null sind

+

+ +
{ F(PIIPH:--rPn ) }pz =0 r Q‘=1121---rnp (21)

s

71"

Wobei : { }_ := (22)

Py Py

Q2

In der vorliegenden Arbeit wird ausschliesslich die Schreib=-

weise (22) fiir die partiellen Ableitungen verwendet .

(21) ist ein Gleichungssystem von n_ Gleichungen zum Bestimmen

e}

P
Funktionen ¢j(p1,p2,'..,pnp) , j=1,2,...,nb linear in allen

der np Unbekannten p; , i=1,2,...,n_ . Wiren die beobachteten
Argumenten , wire das Gleichungssystem (21) linear ( siehe z.B.
{G. Beutler , 1982 , Kap. 2.1} ) . Dies ist bei unseren Aufga-
ben im allgemeinen nicht der Fall ; es ist aber immer méglich ,
die Aufgabe zu linearisieren , falls Ndherungswerte £ir die

zu bestimmenden Parameter bekannt sind : Man entwickelt die
Funktionen ¢.(...) um die bekannte Stelle in eine Taylorreihe

und bricht diese Reihe nach den linearen Termen ab .



Bevor diese neue Aufgabe pr&dzise formuliert werden kann ,

miissen einige Bezeichnungen eingefiihrt werden :

, I . .
Es seien : pi ' 1=1,2,...,nD ¢ Bekannte Ndherungs-
& +
werte der Parameterwerte pi , 1=1,2,+.
IR o}

I Pr 1
. = 0. D
¢j ¢3( < 5

Bekannte Funktionswerte

I, I I I
{6} = (0. (P /P seeesp. )}, 2=1,2,...,n
i'p, s RESRAE: n, 'py

I .
-o.[pn ) 14 j=l,2,o-.,nb :

(23)

P

j=1,2,...,nb

Partielle Ableitungen der Funktion

¢j(...) nach den Parametern an der

Stelle pi=p§ p i=1,2,...,np

Dem Symbol "I" werden wir weiter unten die Bedeutung eines
Iterationsindexes geben .
Mit den Bezeichnungen (23) kOnnen wir nun eine lineare Ex-

tremalaufgabe definieren

Definition der linearisierten beobachteten Funktionen :

. n
I I ~P I I
0 (P /P, reessp. ) =9, + ) H{ol} <(p, - B, ) (24a)
2 IRl S np I 3 3Py A 1
Definition der linearisierten Residuenfunktionen
I I
pj(PI:PZrc--rPnp) o= Qb] (plrpzr-'-lpn ) - "53 (24b)

P
j=1,2,...,n_ in (24a) , (24Db)

b
Definition der guadratischen Funktion FI(pl,pz,...,pn )
I b I .
F (P, 1P, rev-rP, ) :=_§ gy (P3P P euaipy )F (24c)
p J=1 P

Damit k&nnen wir die linearisierte Extremalaufgabe endlich

wie folgt definieren

+
Definition : Pi ! ' i=l,2,...,np seien die Ldsungen der
Aufgabe
I K3
3 (Plrpzr-..,pn ) = Min (244)

p

Analog zu (21) kdnnen wir ein System von ny Gleichungen £iir

. . I+1 , p
die Unbekannten pi ' 1=1,2,...,nO aufstellen

i
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I TI+1 I+l I+1
{F (p 'pz ,ooo'pn )}
Py

) . =0 , 2=l,2,...,np (24e)

Im Unterschied zu (21) ist (24e) ein lineares Gleichungssys-

. +1 .,
tem in den Unbekannten pi l,1=1,2,...,np . Man nennt es das

Normalgleichungssystem . Mit seiner expliziten Gestalt werden

wir uns in Kapitel 2.1.3 beschdftigen .

Wir miissen uns jetzt die Frage stellen , unter welchen Umstdn-
den wir die Ldsung pi+1,i=l,2,...,np der linearisierten Auf-
gabe der L&sung pz ’ i=1,2,...,np der urspriinglichen Aufgabe
(6b) resp. (20) gleichsetzen diirfen

Intuitiv ist klar , dass man dies tun darf , falls die Betrd-
ge der bei der Linearisierung (24a) vernachldssigten Terme
hoherer Ordnung in den Py pi ' 2=1,2,...,np "infintesimal
klein" an der Stelle P; = p§+l,i=l,2,...,np sind .

Nun ist es ohne weiteres moglich , dies a posteriori - d.h.
nach Ldsung der Aufgabe (24d) - zu priifen .

A I .
Bezeichnet man die Betrdge dieser Terme mit Cj ' 3=1,2,..,nb ’

so gilt :
I _ I+1 _I+1 I+1 I, I+l I+l I+1
Cj - ] ¢j (pl Ipz I"'lpn ) ¢j (pl Ip2 I"'Ipn ) l
P p
j=1l2I'~0Inb (25)

Was heisst "infintesimal klein" in der praktischen Anwendung ?
Auch die Antwort auf diese Frage ist intuitiv ohne weiteres
klar : Die Grdssen C§ miissen "klein sein" gegeniiber den mittle-
ren Fehlern oj ' j=1,2,...,nb .

Nach (6a) gilt : 0; = oi/gj , 3=1,2,...,n, , wobei die Gewich-
te gj ' j=l,2,...,nb bekannt sind . Der mittlere ( a priori )
Einheitsfehler jedoch ist nicht bekannt . In Kapitel 2.1.4

. . c s . I ..
werden wir aber einen a posteriori Schatzwert m fir g, angeben .

IT+1

Definition : pz 2= P, ’ i=1,2,...,np , falls (26a)
I I
Ty < m,/ (3+/9)) , 3=1,2,...ny (26b)

T ,

Wobei m, , der a posteriori Schdtzwert fir G, » in 2.1.4 defi-
I

niert wird ; die Gewichte gj sind in (6) , die Betrdge Cj in

(25) definiert ( j=1,2,...,nb ) .
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Sind nicht alle Bedingungsgleichungen (26b) erfillt , wird

durch
I := I+1 (26c)
ein neuer Iterationsschritt initialisiert .

Wir halten fest :

Bei den Parameterbestimmungsaufgaben der Klasse Kl
muss die Extremalaufgabe (6) resp. (20) im allge-
meinen iterativ geldst werden .

Damit der Iterationsprozess iberhaupt gestartet wer-
den kann , muss ein erster Satz von Niherungswerten (27)
fir die Parameter P; i=1,2,...,np zur Verfligung
stehen .

Ein Iterationsschritt besteht im wesentlichen im

Aufstellen und Ldsen des linearen Gleichungssys-

tems (24e) .

2.1.3 MATRIZENSCHREIBWEISE

Ersetzt man in (24b) ¢§(p1,p2,...,pn ) nach (24a) und setzt

. . ) + .
in den so entstandenen Gleichungen fgr pi:=p§ ! R J.=l,2,..,np '

erhdlit man das sogenannte Fehlergleichungssyvstem oder Ver-

besserungsgleichungssvstem . Man schreibt es normalerweise wie

folgt
n : '
P ,. I I+1 I I I, I+l I+1
yo{ell  e(py = py) = (0L = 9L) = pL (P, ...l ) (28)
2=l I Py E ¢ o I “p
] = 1,2,...,nb

(28) soll in Matrizenform geschrieben werden . Dazu sind drei
Zeilenmatrizen ( mit den dazu transponierten Kolonnenmatri-

zen ) und eine Matrix A mit n

5 Zeilen und np Kolonnen zu defi-
nieren :
apt = (pf+l-pf,pf+lﬂpf,---,pi+l-pi ) (29a)
soT i (ar-oT,orosl, o <Dy (29b)
—_— 1 1 2 2 n b n . i
oF i= toT(er ot erth 0 el eI L) (29e)

b ‘
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A” : Matrix mit n, Zeilen und n_ Kolonnen ,

b
deren Elemente A;z wie folgt definiert
sind : (294d)
I I . ‘
AjR = {¢j}p 7 2=1,2,...,np ? j=l,2,...,nb
A

Mit ApII , A¢I| und pI| sollen die zu AEI ,

A¢I und Qf transponierten Kolonnenmatrizen (29e)

bezeichnet werden .

Damit kann das Verbesserungsgleichungssystem (28) als Matrix-
gleichung geschrieben werden :
I

I

AT-apt| - Aot = p (30)

In (30) nennt man die Komponenten des Vektors ApI| die Unbe-
kannten der Ausgleichung , A¢I| den Absoclutgliedervektor.

und le den Residuenvektor . .

Als ndchstes soll das Normalgleichungssystem (24e) in Matri-
zenform geschrieben werden . Dazu muss zundchst eine Gewichts-

matrix § definiert werden :

G : Gewichtsmatrix . Quadratische ny*n, - Matrix ,

deren Elemente ij wie folgt definiert sind
ij = gj ’ j=1,2'...,nb (31)

ij o= 0 r j #k I3 j=l'2,--.,nb I3 k=l,2,...,nb

Die gj sind die in (6) eingefiihrten Gewichte

der Beobachtungen .

Man verifiziert leicht ( siehe z.B. {G. Beutler , 1982 ,

Kap. 2.1 } ) , dass das Normalgleichﬁngssystem (24e) mit den
Bezeichnungen (29a,b,c,d,e) und mit (31) die folgende Gestalt
annimmt :

AHT6-AT-2pT| = (AD)T G007 (32)

Die/Lésung des Normalgleichungssystems (32) kann kurz wie

£

folgt geschrieben werden :
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apt| = @FepT  (33)
wobei : QF := ((AT)T-G-AT)™? (33a)
bt = (AD)T-G-a0T (33b)

2.1.4 FEHLERRECHNUNG

O, der mittlere Gewichtseinheitsfehler ( siehe (6) ) kann
am Ende des I-ten Iterationsschrittes wie folot abgeschitzt

werden ( Herleitung siehe z.B. {W. Grossmann , 1969 , §18} ) :

m_  : a posteriori Abschdtzung von g, am
Ende des I-ten Iterationsschrittes
I I

o +Geo7]

m. = (34)
n, - np

L

Ausgehend von (30) und (31) zeigt man leicht , dass gilt :

oT+GoT| = 2¢T-G-2oT| - aplent] (34a)

In Anbetracht dessen , dass (§ eine diagonale Matrix ist , k&n-
nen wir (34a) die folgende , flir die numerische Rechnung giins-
tige Gestalt geben :

n n
I I b I b 1+
7 GreT] =) gLt (dr-¢0)% = I (p;
j=1 J J 3] 1

—ply bl  (34b)
i=1 e

( bi » i=1,2,...,n_ sind die Komponenten der in (33b) definier-

ten Kolonnenmatrix bII ) .

Ziel der folgenden Bétrachtungen ist es , Formeln fir die
mittleren Fehler der Parameter pz ' i=l,2,...,np herzulei-
ten . -

Es sei : I* : Index des letzten Iterationsschrittes

bei der Ldsung von (6) resp. (20) (35)

Flir I=I* sind also sdmtliche Gleichungen (26b) erfiillt und es

*
gilt nach {(26a) T*+l =_p; ’ i=l,2,...,np .
Somit gilt auch ( siehe (29%a) ) :
I* + I* + I* + I* +
Ap~ = (P =P, +P,"P, r---/P  “P_ ) =: 4p (36)
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Setzt man (36) und (33b) in (33) ein , so folgt :

apt] = @ (AT T G20 =N a0 T (37)

‘Wir wollen jetzt eine zu (37) analoge Gleichung herleiten ,
in der auf der linken Seite die wahren Parameterwerte pz '
i=1,2,...,n_ an Stelle der wahrscheinlichsten Parameterwer-

+
te Py r i=l,2,...,np auftreten .

Um dies zu erreichen , setzen wir in (24a) I = I* und P; = p; p

i=1,2,...,n_ . Berlicksichtigt man , dass beim letzten Itera-

tionsschritt I = I* die Linearisierung erlaubt war , und somit
I -

¢j(pflpgr---rpgp) = ¢j(PTIP:I---IP;p) ' 3—1121---lnp gesetzt

werden darf , so folgt zunidchst das dem Verbesserungsglei-

chungssystem (30) entsprechende Gleichungssystem

ATT-apTTT] = a0

ITx* T**

. | (38)

=

* 5
Die Matrix A" ist nach (29d) definiert . Die beiden iibrigen

Kolonnenmatrizen haben die folgende Bedeutung :

T** . I*% T I* I* I*
Ap~ = (&p~ )= (p*-p| +P*-P, s...sP¥ =P_ ) (38a)
1 1 2 2 np np
T+* I**, T I* I* I*
Ad = (Ad )= (0¥=07 ,9%-0, s...rbf =0 ) (38b)
p P
Wobei : p{,i=1,2,...,np: Wahre Parameterwerte
gemdss (3) - (38c)
¢§==¢j(Pf,P:r--~rP; ) j=1127"'lnb.
P
*
Multipliziert man (38) von links mit den Matrizen G,(AI ) T
*
und QI ( in dieser Reihenfolge ) , resultiert :
* % * * %
apt | = N eaetTT (39)

Subtrahiert man (37) von (39) , folgt schliesslich das funda-

mentale Gleichungssystem

gl = N el

Wobei

e = (el)T = (€, 1€,rauerE ) : die aus den
- wahren Beobachtgnsfehlern ( sie-~- (40a)

he (3) ) gebildete Zeilenmatrix .
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~ ~1, T + + C 4
und E= D" = (p¥-91:p§-pzr~--:p;p-pnp)
die aus den wahren Fehlern der

Parameterwerte pI,i=1,2,...,np (40b)

gebildete Zeilenmatrix .

Gleichung (40) besagt , dass die wahren Fehler der Parameter
Linearkombinationen der wahren Beobachtungsfehler sind .
Nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich

der Erwartungswert E(&|) der Kolonnenmatrix &| sowie die Ko-

varianzmatrix V(€|) := E(&]|+&) einfach wie folgt berechnen :

E(E]) = NI*'E(el) (&) NI*'OI = 0] (41)

(41) besagt , dass die Erwartungswerte der bestimmten Parame-
ter gleich den wahren Parameterwerten sind . Man weist leicht

nach , dass diese Aussage flir jede regulire Matrix (G gilt .

Weiter gilt :
I* T
) (N" )

.E) = R [ NI*'E -go(NI*)T ] = NI*'E(S

V := E(&

(42)
Nach den in (6) gemachten Voraussetzungen sind die ej ’
j=l,2,...,nb Werte von unabhdngigen , normalverteilten Zufalls-
J
j=1,2,...,nb definiert sind . Damit aber folgt unmittelbar :

‘8) = o267} (43)

variablen , deren Varianzen nach (6a) durch 0; = o2/9. ,

-~

E(e

Setzt man (43) in (42) ein und berilicksichtigt die Definition
*
der Matrix NI ( siehe (37) ) , so folgt fiir die Kovarianz-

matrix das einfache Resultat :

V = oz.Q™" (44)

V ist eine symmetrische npx np - Matrix , deren Diagonalele-

mente gleich den Quadraten der mittleren Fehler der Parameter
T,i=1,2 ind

pi’l'— ? ,...,np Sln L] -

Die Kovarianzmatrix wird a posteriori einfach durch

I* I*
V := mi-Q , W, =My (45)

abgeschdtzt
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. . . . +
Damit k&nnen die mittleren Fehler m(pi) der Parameterwerte

+ X R X X » "
P, 1=1,2,...,np a posteriori wie folgt abgeschdtzt werden :

. _ L aI*1/2 . ‘
m(p;) = m Q) ;o 1=1,2,0.00m (46)

Ist g(pl,pz,...,pn ) eine Funktion der Parameter pi,i=l,2,..
..,np , kann ihr mittlerer Fehler m(g(pl,pz,...,pn ) nach

. P
(47) berechnet werden :

°p °p
m(g(pfrp:..-,p; )) =m c( 1 1 {g+}p

+ I*.1/2
{g }_ -Q:.) (47)
p i=1k=1 i P ik

+ + + + ;
Wobei : {g }_ = {g(pl,pz,...,p )} , £=1,2,...,n (47a)
Py ny Py P

Der Beweis zu (47) ist einfach zu erbringen ( siehe z.B.

{G. Beutler , 1982 , Kap. 4.2} ) .

2,1.5 Di1e VARIATIONSGLEICHUNGEN

Um beim I-ten Iterationsschritt der Ldsung von (6) resp. (20)
das Fehlergleichungssystem (30) und anschliessend das Normal-
gleichungssystem (32) aufstellen zu kdnnen , missen die in
(23) definierten Grdssen ¢¥ ’ j=l,2,...,nb sowie die par-

. . I .
tiellen Ableitungen {¢j}p , 9,=l,2,...,np r 351,250 0any be-

rechnet werden !

Nach unserer Definition (17) der beobachteten Funktionen gilt :

I I I I I I,(1 I -1
¢’=¢(P tPoree:sP ) ="b‘(t-;y {ry !()'--,Y |(n )
] 5 I np J 3 (48a)
I I I '
'glfng""gn3) .
R . I I I I
Wobei : v | = y(tj,cl,cz,...,cnl,sl,sz,...,snz)| (48b)

j = l,2,...,nb

Damit die Funktionswerte ¢§ berechnet werden
die Funktionswerte (48b) bekannt sein . Dies
die Funktionen y&t)! im Intervall , das alle

ten tj ’ j=l,2,...,nb enthdlt , bekannt sein

k8nnen , miissen
bedeutet , dass
Beobachtungszei-

miissen .

yI(t)] aber ist L&sung der folgenden Anfangs- resp. Randwert-

aufgabe ( siehe (12) sowie (13a,b) ) :
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I I I,(1 I -1 I I I
I(n) = £(t;v |, I( ),..., I(n ),s 1S s eeass )|
1 2 n» (49)
I;(n) _ _I ‘
Oder kurz : y | = £
I i I I I .
Y (To)l(l) = in(cl’CZ""'cnl)l r 1=0,1,..,n-1 (50a)
resp.
I I I I .
Yy (T,) = yli(cl,cz,...,cnl)l , i=1,2,...,n ~ (50b)

Die Anfangswertaufgabe (49) , (50a) oder die Randwertaufgabe
(49) , (50b) muss im Intervall , das alle Beobachtungszeiten
t. o j=1,2,Q..,nb enthdlt , im allgemeinen durch die Technik

J
der numerischen Integration ( siehe Kapitel 2.3 ) geldst wer-

den . o
Bei den Aufgaben der Satellitengeoddsie und der Himmelsmecha-

nik ist (49) normalerweise ein nicht lineares gewShnliches

Differentialgleichungssystem .

Die partiellen Ableitungen {¢§}p r 2=1,2,...,np werden
: 2

ausgehend von (48a b) mit Hilfe der Kettenregel berechnet :
n-1
{65} z () AR Gl (51)
J pZ i=0 k= kj Py 2 Py

, 2,=1,2,..,np
In (50) sind die partiellen Ableitungen {...} genauer wie

folgt definiert :

- LI I,(n-1) I I .
{w }I() : {wj(tj,y [)eeny | 'gl"°"gn3)}y1(l)(51a)

3 Yk X
I(l) I(i) I I I I I I
= .7 .o .o 1b
{Y }pQ {Yk (t] c1'cz' lcnllsllszl rsnl}pz (5 )
I I I, (n-1) I I \
) = {y.(t.; ’ e .os } (51c)
{wj}pz by legiy lreery™ | LIRRVLE 5,

Die partiellen Ableitungen (51la) , (51c) sind durch die Beob-
achtungsart(en) definiert ; sie lassen sich an dieser Stelle
nicht weiter prédzisieren ( siehe Kapitel 2.4.2 ) .

Die partiellen Ableitungen (51b) jedoch lassen sich als Werte
von Funktionen zi(t)l(i) an den Stellen t=tj , 3=1,2,...,n

b
interpretieren :
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Definition :

I I
zz(t)| = {y (t){}pl, 2=1,2, .. .0m, . (52)

Man erkennt sofort , dass gilt :
{yigl)}p = zi(;)(tj) . i=0,1,..,n-1 , k=1,2,..,d  (53)
Qa ! 2=1,2,ou'np ’ j=1,2,..,nb

(t) die k-te Komponente von zi(t)

I(1)
L,k
bezeichnet wird ) .

'(l)

( wobei mit =z

Fiir jede der Funktionen zi(t)l ' Z=1,2,...,np ldsst sich eine
Anfangs- resp. eine Randwertaufgabe definieren , indem man
das Differentialgleichungssystem (49) sowie die Gleichungen
(50a,b) ég;g; nach dem Parameter p, ableitet .
Als Resultat erhdlt man :

z; | (™) =Z§: Pl -zt |+ {fII}pQ | (54)

Wobei : Pi(t) , i=0,1,..,n-1:quadratische dxd - Matri-
zen sind , deren Elemente Pi ik wie
4
folgt definiert sind :

pl = (gl 1) L, j=1,2,....4
k=1,2,...,d
{fI{}p :Kolonnenvektor mit d Komponenten .

% ( Partielle Ableitung des Vektors fII

( siehe (49) ) nach dem Parameter pz) .

(54) ist das dem Parameter P, zugeordnete Variationsgleichungs-

svstem . Es ist ein gewdhnliches , lineares Differentialglei-

chungssystem .
Leitet man (50a) resp (50b) ( total ) nach dem Parameter Py

ab , so folgt :

I (1) I I I :
T = = T ) -
zQ( 0)‘ {YOi(c1'cz"°"cn1)l}PQ' i=0,1, ,n-1 (55a)
resp.
I I I I -
ZQ:(Ti)I _{yli(cl'cz"..’cnl)l}Pi ’ 1—1,2’-.-,n (55b)
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Die Funktionen ZI(t)I mit deren Hilfe die partiellen Ableitun-
gen {¢§}p berechnet werden miissen , sind also Ldsungen der
Anfangswertaufgabe (54) , (55a) resp. der Randwertaufgabe

(54) , (55b) .

Dabei werden die Variationsgleichungséysteme (54) linear sein -
unabhdngig davon , ob das Gleichungssystem (12) , das in die-

sem Zusammenhang auch Primdrgleichungssvstem genannt wird ,

linear ist oder nicht .

Ergdnzungen und Bemerkungen zum Thema "Variationsgleichungen"

- Wird eine Aufgabe nicht - wie im vorliegenden Kapitel bis-
lang angenommen - durch das'Differentialgleichungssystem
(12) und die Gleichungen (13a) reSp. (13b) , sondern durch
die N Differentialgleichungssysteme (10*) und durch (13a*)
resp. (13b*) definiert , ist es glinstiger , an Stelle der
Funktionen (52) die folgenden Funktionen zu definieren :

z; (60)] = {x} NS SN Ao PR TR | (52%)

m
m=l,2,...,np

Die dem Parameter P zugeordneten N Varlatlonsglelchungs—

systeme erh&dlt man durch- ( totale ) Ableitung der N Diffe-

rentlalglelchungssysteme {(10*) nach dem Parameter Pp ¢

I, (n) "% I (i) _
z, | Z le(t) z, | + {Yll}p ,2=1,2,...,N

m (54%)

Wobei : Pii(t) ,2=1,2,...,8 , i=0,1,..,n-1 quadratische
doxd0 - Matrizen sind , die analog zu den
Matrizen Pi(t) , i=0,1,..,n-1 in (54a) de-
diniert sind :
Pes, sk (®) 5= {Yglj}Kéli j=1,2,...,d (54a*)
k=1,2,...,d,

I(i)

Die Anfangsbedingungen z (T ) , i=0,1,..,n-1 resp.
die Randbedingungen z (T )| , i=1,2,...,n erhdlt man ,
indem man die Gleichungen (13a*,b*) total nach dem Parameter
.pm ableitet . Wir verzichten darauf , dieses Resultat expli-

zite anzugeben .
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- Sind die beobachteten Funktionen von der speziellen Art

(17d) oder (17e) , ist es sinnvoll , die Berechnungsart

(51) der partiellen Ableitungen {¢§}p zu modifizieren ,

obwohl dies "im Prinzip" nicht ndtig &ére , da ja (174,e)

in gewissem Sinne Spezialfdlle von (17) sind .

Wir beschrédnken uns darauf , die den Funktionen (17e)

zuzuordnende , (51) ersetzende Formel anzugeben :
ts+At.n-1 4

ety =211 7 (8

Iy I(i)
1 Py £y  i=0k=1 )Y

I 3 .
k(l) 20,k

£

I(i)
(52) definierten Vektors zz(t')l zu verstehen . Die

In (51*) ist unter z (t') die k-te Kompoﬂente des nach

ibrigen in (51*) auftretenden partiellen Ableitungen sind

analog zu (5l1la,c) definiert .

Fiir die verschiedenen in Tabelle 1 (16) definierten Para-

meterarten lassen sich die folgenden Regeln angeben :

1. p, gf{cl,cz,...,cnl}
(1)

Dann gilt : z%(TO)I 0], i=0,1,...,n~1

I .
resp. zz(Ti)I = 0|, i=1,2,...,n
2. py #{sl,sz,...,snz} (56)
Dann gilt : {fI[}p = 0| ( siehe (54a) )
2
3. p, ¢{c1,c2,...,cn1} und pgﬁ({sl,sz,...,snz}

Dann gilt : zi(t) = 0|

Es wdre an und fir sich m&glich , das Primdrgleichungssys-
tem (12) und alle Variationsgleichungssysteme (54) zu ei-
nem einzigen Differentialgleichungssystem zusammenzufassen
und dieses System mit einer einzigen Integrationsmethode

" zu 1l8sen . Da jedoch die Systeme (54) linear sihd , das
System (12) aber nicht , lohnt es sich im allgemeinen ,
flir die L&sung von (12) und von (54) verschiedene Methcden

zu verwenden ( siehe Xapitel 2.3 ) .

I
' : «dt' (51%*
(£*) + {Bj}p ) «dt (51%*)
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2,1.6 TECHNISCHE BEMERKUNGEN

2.1.6.1 SPAREN VON KERNSPEICHERPLATZ

Bei jedem Iterationsschritt I=1,2,...,I* der L&sung einer Ex-
tremalaufgabe (6) resp. (20) muss das Normalgleichungssystem
(32) aufgestellt und geldst werden .
Vom programmtechnischen Standpunkt aus gesehen ist es am ein-
fachsten , die Matrizen AI,(AI)T,A¢I| (siehe (29)) und die
Matrix (§ (siehe (31)) zu definieren und anschliessend die Ma-
trizen QI,bII und ApII durch formale Matrizenmultiplikationen
nach (33a) , (33b) und (33) zu berechnen . .
Man liberlegt sich jedoch leicht , dass durch dieses formal
einfache Prozedere die Speicherkapazitdten von Tischrechnern
"und von Kleincomputersystemen schon bei relativ bescheidenen
Aufgaben iliberschritten wird : Zur Speicherung der 7 Matrizen
AI,(AI)T,A¢I|,G,QI,bI|,ApI{ bendtigt man insgesamt
NSpl = nBz°(nb;(2'np+l+nb) + np'(np+2) ) (57)

| Bytes ( 1 Byte = 8 bindre
Speichereinheiten , siehe Kapitel 2.2.1 ) , wenn man mit N,
die Anzahl der zur Speicherung einer reellen Zahl im Kernspei-
cher bendtigten Bytes bezeichnet .
Zur Erinnerung : ny ist die Anzahl der Einzelbeobachtungen ,
‘ np die Anzahl der zu bestimmenden Parameter .

Soll beispielsweise die Bahn eines Planetoiden aus 50 Rich-
tungsbeobachtungen ( 100 Beobachtungen im Sinne von Definition
(3) ) berechnet werden , betrigt nb=100,np=6 ; damit braucht
man allein zur Speicherung der erwdhnten 7 Matrizen 100 kBytes
Kernspeicherplatz , falls man annimmt , dass nBz==8Bytes be-
trdgt ( siehe Kapitel 2.2 ) !

Dass dieses Vorgehen nicht nur sehr viel Speicherplatz , son-
dern auch sehr viel iiberfliissige Rechenzeit beansprucht ,
liegt auf der Hand .

Zu einem platz- und zeitsparenden Algorithmus kommt man , wenn
man beriicksichtigt , dass (§ eine diagonale Matrix ist ; die

Elemente der Matrizen QI und bIIlassen sich ndmlich wie folgt
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berechnen ( vergleiche (33a) , (33b) ) :
n ‘ :
I\-1 b I LI . .
(Q )ik =j£1 gj‘Aji'Ajk , ;=1,2,...,np,k=l,2,...,np (58§)
oI = ob Il 212 |
i —jgl gj Ajl ¢] ¢, 1=1, l--tnp : {58b)
Aus (58a,b) folgt unmittelbar , dass man sich die Definition
der Matrix (3 sparen kann . Notig ist nur die Definition einer

Zeilenmatrix g , welche die Diagonalelemente von G enthidlt :

g 2= (9,59, r-0er9 ) | (58¢c)

b
Weiter eriibrigt sich selbstverstd&ndlich die Definition der

Matrix (AI)T .
Zudem folgt , dass man mit (58a,b) einen Algorithmus so defi-

nieren kann , dass man zur gleichen Zeit nur eine Zeile der

. . . I .
Matrix AT und je ein Element der Matrizen 4¢ | und g im Kern-

speicher zur Verfiligung haben muss . ( Selbstverstdndlich muss

man bei diesem Vorgehen die Mdglichkeit haben , g auf ein ex-
ternes Speichermedium zu speichern ; zudem miissen die einzel-
nen Zeilen der Matrizen AI nacheinander berechnet werden ) .
Hat man solche M8glichkeiten , miissen an Stelle von NSpl
Speicherpldtzen ( siehe (57) ) nur noch Nsp2 Speicherplédtze
zur Berechnung der Matrizen QI,bIl,ApIIim Kernspeicher zur
Verfliigung stehen :

= . . *
NSp2 Ngo (np (np+3)+2) (57%)

Wichtig ist , dass Nsp2 von der Anzahl der Beobachtungen un-
abhingig ist . In dem auf Seite 37 unten gegebenen Beispiel

(n =100,np=6 ) betrigt der Kernspeicherbedarf nach (57%)

b
nur noch 0.45 kBytes .

Es ist sinnvoll , die in (34b) definierte Grésse pI°G-le

gleichzeitig mit den Matrizen QI,bI[ und ApII zu berechnen .

Einfachheitshalber setzen wir dabei :
I I I
R™ = p +Gep| (59)

Die Berechnung der Matrizen QI . bII,ApI| sowie der skalaren

Grdsse RI wird durch das folgende Blockschema gegeben :
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Berechnung von QI , bI|

( siehe (58a,b) , (33) sowie (34a,b) und

, ApII sowie RT und mf

(34)

Initialisieren

I .
Qlk= o, l=l,2,...,l’1p ’ k=1121~-'lnp
bi =0 , i=1,2,...,n

rT = ¢

j=20

Y

ji=j+1
_ I I I . _.
é L (Ajl'AjZ""'Ajng)—°(a1'az""'anp)
g = g,
J I
Ap:= ¢! - 27
v ¢J J
Y
I _ nI . . .
Qik 1= Qik + gra ca , i=1,2,..,n
7 k=i,i+1l,...,n
I I .
bi = bl + g'ai'é$ p 1=1,2,...,np
RI = RI

I _nI .
Qik * Qki ? 1“2, 3' e e 'np
k=1'2’.c"i-l

I I, -1
Q" == (@)
apt:= QT-nT|
rRT := r! ;EI-bIE

)

(60)
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2.1.6.2 ABBRUCHKRITERIEN

Das notwendige und hinreichende Abbruchkriterium zum Beenden
der iterativen L&sung von Parameterbestimmungsaufgaben (6)
resp. (20) haben wir schon in (26) angegeben . Diesem Krierium
soll vorerst eine neue Gestalt'gegeben werden , indem die nach
(25) definierten Grdssen C§ ’ j=1,2,...,nb anders geschrieben

werden . Man verifiziert nimlich leicht , dass gilt ( siehe

(29b) und (29c) )

r j=1,2'---.'nb‘ N ) (61)

_ " + X .
( Die rechts auftretenden Grdssen ¢§ ! resp. p? sind die Kom-

ponenten der nach (29b) , (29¢c) definierten Vektoren ) .

Wir wollen das Abbruchkriterium (26) in dieser neuen Form

fixieren und ihm die Nummer 1 geben

Abbruchkriterium 1

; I+1
* = T o= =
I I und p; ¢ P; , 1 l,2,...,np

falls gilt :
I+1

I I — .
| A¢j + ] RS mo/(3 /gj) v 3=1,2,.000ny

(62)

Bemerkungen zu (62)

- Der a posteriori Schdtzwert mf fiir den mittleren Gewichts-
einheitsfehler oo ist nach (34) zu berechnen ( siehe auch

Algorithmus (60) ) .

‘- Damit das Kriterium 1 angewandt werden kann , muss

a. der Residuenvektor pII bei jedem Iterationsschritt nach
(30) berechnet werden ;

zusdtzlich muss
b. der sonst erst beim nichsten Iterationsschritt bendtig-
+ X
te Vektor A¢I 1[ schon am Ende des I-ten Iterations-

schrittes berechnet werden .
. I .
Der Punkt a. bedingt , dass die Matrix A~ sowie der Vektor

A¢I| gespeichert werden miissen . Der Punkt b. bedingt gegen-
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iber dem einfachen Algorithmus (60) eine ziemlich grosse
Umstellung , will man nicht gewisse Grdssen mehrfach be-
rechnen .

- Zusammenfassend kann festgehalten werden , dass das Abbruch-
kriterium 1 zwar sehr korrekt , aber sowohl bezliglich der
Programmstruktur als auch beziiglich des bendtigten Spei-

cherplatzes ziemlich unhandlich ist .

Somit stellt sich autcmatisch die Frage nach Abbruchkriterien ,
die "nur" hinreichend , dafilir aber einfach in der praktischen
Anwendung sind . Es muss allerdings festgehalten werden , dass
man bei Verwendung von solchen neuen Abbruchkriterien im allge-
meinen eine grdssere Anzahl von Iterationsschritten durchfiih-
ren muss als bei der Verwendung von (62) ; ob dies aus rechen-
Skonomischen Ueberlegungen zu verantworten ist , hdngt von der

speziellen Problemstellung ab .

Falls der Iterationsprozess zur Ldsung einer Aufgabe (6) resp.
(20) Uberhaupt konvergiert ( was wir annehmen wollen ) , gel=-

ten zweifellos die beiden folgenden Aussagen :

_—> 0 I3 fallS I —_— > ®© ’ i=l,2,...,np (63a)

> m0 , falls I > (63b)

Ausgehend von jeder der beiden Aussagen ldsst sich je ein Ab-

bruchkriterium formulieren :

Abbruchkriterium 2
+ I+1 .
I* = I und p; = pi R :L=1,2,...,np
falls gilt : (64)

I I,1/2 ,_
I < m°/3 (Qii) [ l—l,2,...,np

I
| ap]

Abbruchkriterium 3

+ +
I* = I und p; = pi 1

’ i=1,2,...,np

falls gilt : (65)

LT I-1
- m

| (o] hy/mIl < o0.001
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Bemerkungen zu (64) und (65)

- Beim Abbruchkriterium 2 wird der Iterationsprozess abge-
brochen , wenn sich die Parameterwerte nur noch um weniger
als 1/3 der beim I-ten Iterationsschritt geschatzten mitt-
leren Fehler der entsprechenden Parameter &ndern ( siehe
(46) ) .

- Das Abbruchkriterium 3 beruht auf (63b) und auf der Erfah-
rungstatsache , dass Iterationsprozesse zur L3sung von
Parameterbestimmungsaufgaben der Art (6) resp. (20) im

allgemeinen sehr schnell konvergieren .

.= Beide Abbruchkriterien sind einfach anzuwenden :
Bei jedem Iterationsschritt I=1,2,...,I* muss zusitzlich
zum Aufstellen und L&sen des Normalgleichungssystems (32)
nur die Gré&sse m% berechnet und gespeichert werden , was
in bezug auf Rechenzeit und Speicherplatz ( siehe (60) )

kaum ins Gewicht fillt.

2.1.7 BLOCKSCHEMEN ZUR LOSUNG VON PARAMETERBESTIMMUNGS-
AUFGABEN DER KLASSE K,

Aus dem bisher Gesagten folgt , dass zwei verschiedene Block-
schemen zur L&sung von Parameterbestimmungsaufgaben (6) ( Auf-
gaben der Klasse K1 » siehe (18) ) angegeben werden miissen :
ein Schema , wenn das Abbruchkriterium 1 ( siehe (62) ) ver-
wendet wird , ein anderes , wenn das Abbruchkriterium 2 oder 3
( siehe (64) resp. (65) ) Anwendung findet .

Dabei ist klar , dass die meisten Bldcke in beiden L&sungs-
schemen auftreten .

Die Bldcke werden in beiden Schemen durch grosse Buchstaben
und eventuell zus&dtzlich einer 2ahl gekennzeichnet . In den
Blockschemen (66) , (67) bedeuten gleiche Bezeichnungen iden-
tische Bldcke .

Unterscheidet sich ein Block im L&sungsschema 2 nur unwesent-
lich von einem Block in Schema 1 , wird die Bezeichnung vom

ersten Schema lbernommen und mit einem Stern "*" versehen
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LOosungsschema 1 : Abbruchkriterium 1 ( siehe (62) )

Wahl der Parameter pi,i=1,2,...,np A

Initialisieren des Iterationsprozesses I := 1

- Definition erster Ndherungen pi,i=l,2,...,n

- Definition eines "nullten" Residuenvektors : B
I"1| |
£ | = 0]

f

Y

Initialisieren des I-ten Iterationsschrittes

- Definition der Anfangs- resp. Randwerte

(50a,b) des Primdrgleichungssystems (49) C

- Definition der Anfangs- resp. Randwerte

(55a,b) der Variationsgleichungssvsteme (54)

Ldsung von (49) , (50a,k) daurch numerische D1
Integration
Abspeichern des Vektors yI(t)i _ 0?2
Berechnung und Speicherung des Absolutglieder- (66)
vektors 4¢T| ( siehe (29b) ) D3
A Berechnung der c§_1:=§A¢§+p§-l{,j=1,2,...,nb DY
Ja
(s.ndchs-
te Seite)
Nein

Lodsung aller Variationsgleichungssysteme (54) D5

I|,m1: nach (60) ; dabei

Berechnung von QI,bI],Ap
kann A¢Ii von Block D3 ilbernommen werden . Die D6

. I ’ .
Matrix A~ muss gespeichert werden .

Berechnung von pli nach (30) D7
I+1 - I I .
Py := p; + Ap . 1=1,2,...,np D8

I := I+l D9

A
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Abschlusd des Iterationsprozesses

I* = AI‘l p+ .= P:-[* ) i:l,Z,...,X’lp E (66)2

i i
+
m(pi) , i=l,2,...,np nach (46) berechnen

Ldsungsschema 2 : Abbruchkriterien 2,3 ( siehe (64), (65) )

Auswahl der Parameter pi,i=l,2,...,np A

Initialisieren des Iterationsprozesses I := 1

P - vse - I,
- Definition erster Ndherungen pi,1=1,2,‘...,nD

= *
- Definition eines "nullten" Sché&tzwertes fir - B

den mittleren Einheitsfehler : mI_lf= 0

( nur ndtig , falls (65). verwendet wird ) .
- — 1 y

sl 1

Initialisieren des I-ten Iterationsschrittes

- Definition der Anfangs- resp. Randwerte

(50a,b) des Primidrgleichungssystems (49) C (67)
- Definition der Anfangs- resp. Randwerte

(55a,b) der Variationsgleichungssysteme (54)

Ldsung von (49) , (50a,b) durch numerische D1
Integration

A L&sung aller Variationsgleichungssysteme (54) D5
Berechnung von QI,in,ApII,mf nach (60) . ' D6*

Bei Kriterium 2 : m(pi+l) nach (46) berechnen . D7%

I+1 I I .
D, = py + bpy 1=1,2,...,np D8




Abschluss des Iterationsprozesses

: + * .
I* = I+1- ’ pi = pi ? l=l,2,..-,np E* (67)2
+
m(pi) ’ i=l,2,...,np nach (46) berechnen
Kommentar zu den eiﬁzelnen Blocken der Schemen (66) , (67)
Block A

Haufig ist es mdglich , dasselbe Problem durch verschiecene
Parametersdtze zu beschreiben . Dabei wird man in der Regel
die Parameter so wdhlen , dass die Initialisierung der Aufga-

be ( Block B ) m&glichst einfach wird ( siehe auch Beispiel 1 ) .

Blocke B , B¥*

Problematisch ist nur die beiden Bldcken gemeine Initialisie-~
rung der Parameter . Normalerweise ist diese Aufgabe umso ein-
facher zu ldsen , je anspruchsvoller die ganze Parameterbestim-
mungsaufgabe ist .

Stellt man sich beispielsweise die Aufgabe , "alle" Parameter
des Planetensystems mit Hilfe aller Beobachtungen der letzten
Jahrhunderte zu bestimmen , hat man "fast zu viele" Quellen

zur Verfligung , aus denen man erste Ndherungen filir die Anfangs-
werte und Massen dér Planeten beziehen kann . Hat man hingegen
die Aufgabe , aus einigen wenigen Richtungsbeobachtungen eines
Kleinplaneten eine erste Bahn zu bestimmen , weiss man im all-
gemeinen nicht viel mehr , als dass sich dieser Himmelsk&rper

( wahrscheinlich ) im Asteroidenglirtel aufhilt .

Bei vielen Parameterbestimmungsproblemen ist diese Teilaufga-
be die anspruchsvollste , handelt es sich doch darum , erste

Ndherungswerte fir die P s i=1,2,...,np allein aus den Beob-

achtungen ¢! , j=1,2,...,n,_ herzuleiten .
¢3

b
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Blodcke D..

Kernstiick dieser Programmsequenzen ist das Aufstellen und
L&sen des Normalgleichungssystem (32) mit dem Blockschema
(60) ( siehe Bldcke D6 resp. D6* in (66) , (67) )

Wegen des Abbruchkriteriums 1 ( siehe (62) ) muss in Algo-
rithmus (66) der Absolutgliedervektor A¢I| vor der Matrix AI
berechnet werden . Unterlisst man diese getrennte Berechnung von
A¢I| und AI , ist es unvermeidlich , dass gewisse Grdssen
zwei mal berechnet werden miissen .

Der Rechendkonomie dienen auch die Bldcke D2 und D3 .

Der in D2 gespeicherte Ldsungsvektor yI(t)[ wird in (66) in
Block D5 zur Berechnung der Matrizen Pi(t) , i=0,1,..,n-1
sowie {fII}pz gebraucht . ( Etwas prdziser sollte man in

D2 sagen , dass von yI(t)l soviel Information abgespeichert
werden muss , dass in D5 zu jedem Zeitpunkt t im Intervall ,
das alle Beobachtungszeiten enthdlt , der Wert yI(tﬂ des
LSsungsvektors an der Stelle t berechnet werden kann ) .
Erwdhnenswert ist die Tatsache , dass in (66) die Matrix p?\
bei jedem Iterationsschritt I=1,2,... berechnet werden muss

( siehe Blecck D7 ) .

2.2 RECHENHILFSMITTEL

Die vorliegende Arbeit tr&dgt den Titel "LOsung von Parameter-
bestimmungsproblemen in der Himmelsmechanik mit modernen Hilfs-
mitteln" . Dabei haben wir in (7) gesagt , dass unter "moder-
nen Hilfsmitteln" programmierbare Rechenanlagen zu verstehen

sind .

Einige Bemerkungen zum verwendeten Rechner , zur Programmspra-
che und zu den wichtigsten im folgenden bendtigten Hilfspro-
grammen und Unterprogrammen lassen sich daher nicht vermeiden .
Dabei versteht es sich von selbst , dass diese technische

Diskussion auf das Allerndtigste beschrdnkt bleiben muss .
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2.2.1 Die RECHENANLAGE

Als Rechner wird im folgenaen-ausschliesslich das PDP 11/40 -
System der Satellitenbeobachtungsétation Zimmerwald verwen-
det .
Die wichtigsten Komponenten des Systems :
= Zentraleinheit ( CPU = central processing unit )
- Kernspeicher mit 64 kBytes (siehe (68) unten)
- Systemkonscle , bestehend aus einem Drucker und
einem graphischen Bildschirm
- Externe Speicherm&glichkeiten :
a. 2Zwei Disk-Stationen ( Speicherkapazitit pro
Disk ca. 2.5 MBytes (siehe (68) unten) )
b. Eine 9-Spur Magnetbandstation ( die Schreib-
dichte ist wdhlbar 1600 oder 800 BPI ( bytes
per inch )
- CAMAC~Interface-System
- X,Y¥ - Schreiber , der als Plotter eingesetzt werden kann .

Dazu einige Erl&uterungen :
= Der oben mehrmals beniitzte Ausdruck "Byte" ist eine gebriuch-

liche Speichereinheit , die wie folgt definiert ist :

1 Byte = 8 bits ( 1 bit = 1 bindre Speichereinheit )
1 kByte= 10° Bytes (68)
1 MByte= 10° Bytes

- Die mit Hilfe des graphischen Systems ( VT-11 ) erzeugten
Darstellungen kdnnen via CAMAC-System mit Hilfe des X,Y =~
Schreibers "zu Papier gebracht" werden ( siehe Kapitel
2.2.2 , Programm "PLOT" )

= In den folgenden Beispielen werden als externe Speicher
ausschliesslich Disks verWendet . Ein magnetischer Disk
ist ein zweidimensionales Speichermedium , das sich durch
kurze Zugriffszeiten auszeichnet .

- Die Magnetbandstation dient der Dateniibertragung zwischen
dem PDP 11/40 - System in Zimmerwald und dem Rechenzentrum

der Universitit Bern ( siehe {W. Gurtner , 1979} ) .



Sie wird unter anderem eingesetzt , um gr&ssere Mengen von
Daten auf den schnellen Druckern des Rechenzentrums auszu-
drucken .
- Das PDP 11/40 - System bietet viele weitere M&glichkeiten ,
| die in der vorliegenden Arbeit nicht oder nur am Rande ein=-
gesetzt werden . ( Erwdhnenswert ist beispielsweise das
interaktive Arbeiten am graphischen Bildschirm ) .
Der Versuch , die M&glichkeiten des Systems im Rahmen der
vorliegenden Arbeit auszuschdpfen , wirde zwangsldufig zu
einer Ueberbetonung von rein ccmputer-technischen Aspekten

fiihren

2.2.2 Die PROGRAMMSPRACHE ., HILFSPROGRAMME UND UNTERPROGRAMME

Als Programmsprachen stehen Assembler , Basic und Fortran-4
zur Verfiligung . Flr unsere Zwecke ist von den drei Sprachen
einzig Fortran geeignet .

Wir nehmen an , dass die Elemente der Sprache dem Leser be-
kannt sind . Auf einige systemspezifische Erweiterungen der
Sprache werden wir bei den Anwendungen eingehen .

Jede reelle Zahl wird als sogenannte Gleitkommazahl ("floa-

ting point number") dargestellt

r = vyeme 272°€ (69)
Wobei : r : Reelle Zahl
m : Mantisse von r
v; : Vorzeichen von r _
e : Betrag des Exponenten (69b)
v, : Vorzeichen des Exponenten
Der Darstellung (69) liegt das

Zweler Zahlensystem zugrunde .

Die Fortran-4 Version des in Zimmerwald installierten Rechners
unterscheidet zwischen Einfach- und Doppelprdzisionszahlen (
REAL*4 und REAL*8 Zahlen ) . Der wesentliche Unterschied be-
steht darin , dass fiir die Mantisse m im ersten Fall 24 , im

zweiten Fall 56 Ziffern im bindren Zahlensystem zur Verfligung
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stehen , was einer Rechnung ﬁit ungefdhr 7 resno. 17 dezimalen
Ziffern entspricht .
Daraﬁs folgt unmittelbar ,‘dass bei den meisten Parameterbe-
stimmungsproblemen der Himmelsmechanik und der Satellitengeo-
ddsie die Rechnung in Doppelprédzision zu erfolgen hat .
Stellt man den Programmen resp. Unterprogrammen die Instruk-
tion
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)

voran , erreicht man , dass
sdmtliche Variablen ( und Matrizen ) , deren Namen nicht mit
I,J,K,L,M oder N beginnen , als Doppelprdzisionszahlen inter-
pretiert werden . ( Variablen ,deren Namen mit I,J,K,L,M oder
N beginnen , werden als ganzzahlige (sogenannte INTEGER*2 =)
Variablen interpretiert . INTEGER*2 resp. REAL*4 resp. REAL*8
Variablen nehmen im Kernspeicher 2 resp. 4 resp. 8 Bytes ein .
Eine wichtige Einschrd@nkung : Der Betrag einer INTEGER*2 Vari-
ablen darf den Wert von 2!°-1=32'767 nicht iibersteigen ) .
Damit zu den verwendeten Hilfsprogrammen und Unterprogrammen :

Tabelle 2

Die verwendeten Prograrme

Name Kurzbeschreibung

MPLORB Vorbereitungsprogramm fiir Bahnbestimmungs-

aufgaben in der klassischen Himmelsmechanik

SATORB Vorbereitungsprogramm fiir Bahnbestimmungs- (70)

aufgaben in der Satellitengeoddsie

RESID Darstellung von Residuen von Beobachtungen

mit Hilfe des graphischen Bildschirms

PLOT Zeichnen der im Programm RESID erzeugten

Darstellungen mit dem X,Y - Schreiber
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Bemerkungen zu den einzelnen Programmen

MPLORB

Dieses Programm ist Teil eines Programm- und Datenorganisations-

systems fiir Himmelsk&rper unseres Planetensystems flir den PDP
11/40 Rechner der Sternwarte Zimmerwald {M. Rothacher , 1982} .

In MPLORB werden diejenigen Beobachtungen eines HimmelskoOr-
pers , mit deren Hilfe eine Bahn bestimmt werden soll , in
eine Standard-Form ( Winkel im Bogenmass , Zeit im Juliani-
schen Datum ) gebracht und anschliessend in ein Disk-~File mit
dem Namen MPLORB.DAT abgespeichert . Zudem werden die recht-
winkligen Koordinaten und die Geschwindigkeiten der beobach-
tenden Stationen berechnet und zusammen mit einer ( internen )
Stationsnummer im gleichen File MPLORB.DAT gespeichert . Als
Koordinatensystem wird stets das &quatoriale System der Epoche
1950.0 ( siehe Kapitel 2.4.1 ) verwendet , einmal mit der Son-
ne , einmal mit dem Erdschwerpunkt als Ursprung . Im gleichen
Datenfile wird zudem Platz fiir einige Hilfsinformation ( wie
z.B. Gravitationskonstante , Residuen , Sperrindizes ) reser-

viert . Fiir Einzelheiten siehe {M. Rothacher , 1982} .

SATORB

Dieses Programm erfiillt im wesentlichen dieselben Aufgaben

wie das Programm MPLORB , nur dass hier Satellitenbeobachtun-
gen verarbeitet werden . Ein weiterer Unterschied besteht da-
rin , dass die Beobachtungsart fiir jede Beobachtung angegeben

werden muss ( Photographie , Laser , Doppler , siehe 2.4.2 ) .

RESID

Das Programm wird nach der Bahnbestimmung aufgerufen . Kern-
stiick ist die Subroutine XYGRA ( siehe Tabelle 3 ) , mit der
die Residuen nach der Ausgleichsrechnung dargestellt werden
kSnnen ; zudem besteht die M&glichkeit , schlechte Beobach-
tungen ("Ausreisser") zu markieren ( sie werden in der Darstel-
lung mit einem Kreuz "x" anstatt mit einém "." bezeichnet ) .

Beispiele siehe Figuren 8a,b,c,d , Seite 193 .



Die Bahnbestimmung kann anschliessend ohne die markierten
Beobachtungen ( deren Sperrindex im Datenfile wird gleich 1
gesetzt ) wiederholt werden .

Es besteht:die M&glichkeit , nur die Beobachtungen einzélner
Stationen darzustellen . Bei Richtungsbeobachtungen werden
anschliessend an die Residuen der Ausgleichungsrechnung zu-
sdtzlich die Residuen tangential und normal zur scheinbaren
Bewegqungsrichtung dargestellt .

Die zur Erzeugung der Graphiken nétige Information wird auf
weiter Hilfsfiles abgespeichert und kann spdter - falls ge-

winscht - mit dem Programm PLOT auf Papier kopiert werden .

PLOT

Wir brauchen dieses Programm ausschliesslich , um die in RESID
erzeugten Darstellungen zu "plotten" . Das Programm bietet
viele weitere Mdglichkeiten , die in {W. Gurtner , 1982} nach-

geschlagen werden k&nnen .

Die in (70) erwdhnten Programme und die im folgenden entwickel-
ten Programme rufen Unterprogramme auf , deren Funktionen in

Tabelle 3 kurz beschrieben werden :

Tabelle 3

Die wichtigsten Unterprogramme

Name Kurzbeschreibung
ARCGMS Bogenmass (Alt/Neu)grad,Minuten, Sekunden
GMSARC <— ( oder Stunden, . " " )
—_— < ma ,
DJUL Jahr,Monat, Tag ‘(modifiziertes) juliani- (71)
JMT " <— sches Datum
DDREH Drehachse i , Drehwinkel o —> partikulédre

Drehmatrix Ri(a) im 3-dim. eukl.Raum

DMLMAV "Vektor=Matrix-+Vektor" im 3-dim. eukl. Raum




Tabelle 3 ( Fortsetzung )

Name Kurzbeschreibung

THETA T ( im MJD ) —> mittlere Sternzeit in Green-
wich z.2. T

—_ . , { s
PRAE T ( im MJD ) Prazessionsmatrix

NUT —> Nutationsmatrix

( siehe Kapitel 2.4.1 )

XVELE Orts- und Geschwindikeitsvektoren eines Him-
ELEXV melskdrpers z.Z. T ( MJD ) im Aequatorsystem
1950.0<——>0oskulierende Kegelschnittelemente
im Aequator- oder im Ekliptikalen System {71)
1950.0 ( siehe KRapitel 2.4.1 )

PLAORT| T ( MJD ) —> Ort und Geschwindigkeit eines
der Planeten Merkur,Venus,Erde,Mars,Jupiter,
Saturn,Uranus,Neptun,Pluto zur Zeit T im
Aequatorsystem 1950.0 s. {M.Rothacher,1982}

Bemerkungen zu Tabelle 3

- In Tabelle 3 bedeutet T eine Zeit , MJID ist das sogenann-
te modifizierte Julianische Datum , das mit Hilfe des
Julianischen Datums wie folgt gebildet wird :

MJD := JD - 2'400000.5 _ (71a)

~ Die in (71) aufgefihrten Unterprogramme sind zusammén mit
andern Unterprogrammen in einer Programmbibliothek mit dem
Namen "ASTLIB" untergebracht . Diese Bibliothek wird stdn-
dig weiterentwickelt . Dokumentationen zu einzelnen Unter-

programmen sind auf Wunsch erh&dltlich
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2.3 NUMERISCHE INTEGRATION GEWOHNLICHER DIFFERENTIAL-

GLEICHUNGSSYSTEME

Die Diskussion im vorliegenden Kapitel ist auf die Probleme
der Himmelsmechanik und der Satellitengeoddsie ausgerichtet :
Es sind also Anfangs- resp. Randwertprobleme der Art (49) ’
(50a) resp. (50b) und (54) , (55a) resp. (55b) zu l8sen .

Das Primdrgleichungssystem (49) ist dabei nicht linear ,

bei den Variationsgleichungssystemen (54) hingegen handelt

es sich stets um lineare SYsteme .

Weiter dlirfen wir voraussetzen , dass die Elemente der Matri-
zen yI(t)I und zi(t)[ ’ £=l,2,...,np reellanalytische Funktio-
nen der Zeit t in jedem betrachteten Intervall sind .
Numerische Integration - richtig verstanden - ist ein Teilge-

biet der Approximationstheorie . Eine reelle Funktion in ei-

nem Intervall I approximieren , heisst aber nichts anderes ,

als sie in diesem Intervall durch eine andere Funktion er-

setzen .

Bevor die Diskussion weitergefilhrt werden kann , miissen einige

Bezeichnungen eingefiihrt werden :

I := ETa,Te] : Intervall in welchem die Funktio-

nen YI(t)| und Zi(t)l approximiert (72a)
werden sollen .
?I(t)l : Approximation von yI(t)l . (72b)
Ei(t)| : Approximation von zi(t){ ; 2=1,2,...,n (72c)

p
( Das Intervall I haben wir uns vorzustellen als ( das klein-

ste ) Intervall , das alle Beobachtungszeiten tj ’ j=l,2,...,nb

enthdlt ( siehe Kommentar zu (17) ) ) .

Obwohl wir in Wirklichkeit immer die Funktionen yI(t)i und
zi(t)] ’ 2=1,2,...,np approximieren miissen ( I=1,2,...,I* ) ,
wollen wir in diesem Kapitel 2.3 den Iterationsindex "I" zur

Entlastung des Formalismus weglassen .
(724)

Damit k&nnen wir die Problemstellung fiir das vorliegende ‘Kapi-

tel wie folgt fixieren :
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Aufgabe 1 :
Gegeben : y](n) = f(t;y%,yﬁ(1),...,y|(n-l))} (73a)
oder kurz :
n
y| ™= g (733) | (73
und y(TQ)!(l) = in! , 1i=0,1,...,n-1 (73b)
oder y(Ti)l = yli] , i=1,2,...,n (73c)
Gesucht : y(t)| , Approximation von y(t)| in I
Aufagabe 2 : Fir 2=1,2,...,n
(n) _°71 W
Gegeben : zzl =7 P.(t)-z, + {f]} (74a)
PR | 2 p
i=0 A
und sz ()| =2 ], i=0,1 n-1 (74b)
L770 0il ! reresct (74)
oder : ZQ(Ti)l = zzlil , i=1,2,...,n (74c)
Gesucht : iz(t)l , Approximation von zz(t)l in I .

Bemerkungen zu (73) , (74)

- Der wichtigste Unterschied zwischen (73) und (74) besteht
darin , dass das Differentialgleichungssystem in (74) 1li-
near , in (73) im allgemeinen nicht-linear ist .

- Im Differentialgleichungssystem (73a) haben wir die Para-
meter si,i=1,2,...,n2 weggelassen ( vergleidhe (12) oder
(49) ) . Dies ist erlaubt , da diese Gr&ssen bei der
numerischen Integration gegeben sind .

- Die Anfangs—- resp. Randwerte sind effektiv nach (55a,b)

' zu berechnen ; Im vorliegenden Kapitel geniligt uns aber
die vereinfachte Schreibweise (74b,c) .

- Die Aufgabe (73) muss vor den Aufgaben (74) gellst werden ,

da ja die L&sung von (73) zur Berechnung der Matrizen P.l '

i=0,1,...,n-1 und {f{}D bendtigt wird .
=R
- Existenz und Eindeutigkeit der LOsungen setzen wir voraus
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Es ist klar , dass fiir die Funktionen ¥ (t)| und Eg(t)l die
verschiedensten Ansdtze gemacht werden kSnnen . Normalerwei-
se werden sie in der Approximationsrechnung als Linearkombi-

nationen bekannter Basisfunktionen angesetzt :

t el : gt)| := 371

iI-Vi(t) , 2=1,2,...,np

Vi(t) , i=0,1,..,q9 (g') sind die bekannten
Basisfunktionen , g resp. gq' wird
Ordnung des Integrationsverfahrens (75)
genannt .

-~ -~

Yil'zli!'i=0'l""q resp.q',2=1,2,..,np
sind die zu bestimmenden Koeffi-

zlentenmatrizen mit d Elementen

( vergleiche (10a) ) .

Bel Ansdtzen dieser Art spricht man auch etwa von "expansion

methods" {G. Hall, J.M. Watt , 1976} .

Es ist mbglich , (75) in verschiedenen Punkten zu verallgemei-
nern . Beispielsweise kdnnte man q und/oder die Basisfunktio-
nen flir verschiedene Elemente der Ldsungsmatrix y(t)| ver-
schieden wdhlen . Von Verallgemeinerung solcher ( trivialer )
Art wollen wir in der vorliegenden Arbeit absehen . Hingegen
wird es sich als glinstig erweisen , bei "langen" Intervallen

I den Ansatz (75) zu modifizieren :

Verallgemeineyung von (75)

1. Unterteilung des Intervalles I ( siehe (72a) ) :

i * = i
Seien tk » k=1,2,...,m_+1 Teilpunkte von I, (76a)

t

* = * = * * i
wobei tl Ta ’ trn4_+l—Te ’ tkl'fé tkz fir kl# ko
( siehe Figur 2 ) .
Figur 2
T T
j-— | //>/ % -+
t* t* ) o T A t* t*
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e * . - R
Ik : Etk'tk+l] nennen wir das k-te Teilintervall

von I , k=1,2,...,mt (76b)
2. Ansatz
se higed -~ q -~

ﬁur t € Ik : y(e)| := yk(t)[ 1= izo Ykil.vki(t)

. = 3 7. (76¢)

Z,(t) ] = zzk(t)l.— .Z 2y | " Vyey (B)

v i=0
SL=1,2,..,np ’ k=l,2,..,mt
Die Teilpunkte t¥,k=1,2,...,m nehmen wir vorderhand als

t+1
gegeben an ( siehe dazu Kapitel 2.3.4 ) .

Wahl der Basisfunktionen vki(t),i=0,1,..,q ' k=l,2,..,mt

In der vorliegenden Arbeit verwenden wir ausschliesslich die

folgenden Polynome :

i .
Y-, i=0,1,...,9 , k=1,2,..,m

t, €1
0

Vki(t) = (&t -t

. (76d)

t

k k

Unsere Aufgabe besteht also "nur noch" darin , die Koeffizien-

tenmatrizen ykii,z in (76¢c) mit Hilfe der Relationen (73) ,

Qkil
(74) zu bestimmen .
Bevor wir diese Aufgabe in den folgenden Kapiteln 1lOsen ,
einige '

Bemerkungen zum Ansatz (76)

Fiir die Wahl (76d) der Basisfunktionen lassen sich verschie-

dene Griinde angeben . Zundchst zwel pragmatische Hinweise :

- Wir werden die Basisfunktionen zu differenzieren und zu
integrieren haben ; beide Operationen sind bei Polynomen
geradezu exemplarisch einfach .

- Bei den meisten Rechenanlagen ist die Berechnung von Po-
tenzen eine sehr schnelle Rechenoperation . Fiir die Berech-
nung von Funktionswerten der Funktionen Vki(t) wird also

nicht viel Rechenzeit bendtigt .



Wesentlich mehr Gewicht hat aber die Tatsache , dass der
Polynomapproximation in der mathematischen Literatur sehr
viel Platz eingerdumt wird , sodass man viele Resultate
praktisch unverdndert ﬁbernehmen kann .
= Erwdhnenswert sind insbesondere zwei Sdtze : Der Satz
von Weierstrass ( siehe {I.P. Natanson,1977,S.119} )

und der Satz von Tavlor ( siehe z.B. {F. Erwe,1973,S.143} )

Der Approximationssatz von Weierstrass besagt im wesentli-
chen , dass jede auf einem abgeschlossenen Intervall steti-
ge Funktion dort im Sinne der gleichmidssigen Approximation
"beliebig gut" durch ein Polynom geniigend hohen Grades
approximiert werden kann .

Da die in der Himmelsmechanik und in der Satellitengeodésié
zu approximierenden Funktionen im allgemeinen nicht nur
stetig , sondern sogar reell-analytisch im Intervall I

( siehe (72a) ) sind , wdre es nach diesem Satz mdglich ,
alle unsere Parameterbestimmungsaufgaben mit dem Ansatz
(75) und nicht mit dem aufwendigeren Ansatz (76) zu 16-

sen . Versuche dieser Art wird man jedoch rasch einstel-
len , da bei langen Intervallen I die notwendigen Polynom-
grade bald einmal so hoch werden , dass ein Beharren auf |

dem Ansatz (75) vOllig unwirtschaftlich wird .
Viel fruchtbarer fiir unsere Zwecke ist der

Satz von Taylor : Ist eine Funktion u(t) in einem

abgeschlossenen Intervall J (g+l1) mal stetig diffe-

renzierbar , so gilt flir t € J und t* ¢ J :
q . .

u(t) = Z —-}—T-u(l)(t*)'(t—t*)l + R
i=o ** d

Wobei das Restglied Rq nach Lagrange wie folgt dar-

(77)

gestellt werden kann :

R, = (t=t9) T /@)t u T (errg (emen))
mit O0<g&<1

Mit Hilfe des Satzes von Taylor lassen sich die im vorliegen-
den Kapitel zu approximierenden Funktionen y(t)| und zl(t)l

£=1,2,...,np wie folgt darstellen :
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In jedem Teilintervall Ik , k= % 2,...,m gilt :

()| =2, (%) (et )T | (78a)
=3 t . a
7 kg (g+1) ! kg
1
B ' ( _tke)q *1 Coa (78b
Zz(t)l = Plkq'(t)[ (q'+1) ! lkqtil"(‘=llzl"lnp )
Wobei :
P, (t)| = % 1 ey (t, )] (t-t )i (78c)
kg o TR TEE Y R ko
q' .
P, (t)|= ] =z, (£, )](t=t, )", 2=1,2,..,n (784)
kg jo0 1- Lk ko P
T _ (q+1) ,_ (g+1) (q+1)
(R )7 = (T )y 57 () reeeny g T (Tg)) (788
(g'+1) (g'+1) ' _
lkq||) ZQ, 1 ( Q,]-‘ ),-.c’ Q, d (T )),2—1'2'--'np
' (78£)
Dabei gilt nach dem Satz von Taylor in (78e) und (78f)
| t, | <] t=-t, |, §=1,2,..,d
k] kq ko . (78g)
T - ! 1= =
Lgkj tko[ < | t- t2k°| , 3=1,2,..,4 , 2 1,2,..,np

Die Elemente der Matrizen qu[, leq'i ( siehe (78e,f) ) dlr-

fen wie folgt abgeschdtzt werden

@) ey, 3=1,2,...4 (78h)

IR, ;| 2 max |y
kq'] 1:611 ’]
X
+
R, .l <max |2 F )], 3=1,2,..,4 , 2=1,2,..,0,(78)
ika, 3 Tl e 13 P
K

Da nun die Elemente der qu(t)l . szq(t){ unzweifelhaft Poly-
nome sind ( siehe (78c¢c,d) ) , dlirfen wir aus (78h,1i) sowie

(78a,b) den Schluss ziehen , dass sich die Funktionen y(t)l

und zg(t)[ ,1=1,2,..,np stiickweise beliebig gut durch Poly-
nome vom Grad g > n resp. g' > n im Sinne der gleichmdssigen

Approximation darstellen lassen .

Dieser Aussage kommt die Bedeutung eines Existenzsatzes 2zu .
Sie ist Rechtfertigung fiir die Ansitze (76c,d) , sie ist aber
selbst noch kein Ansatz zum Bestimmen der Koeffizienten in

in den Ansitzen (76c) .
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Damit ist zwar der Ansatz (76) begriindet , und wir wissen ,
dass wir damit "im Prinzip"” die exakten Ldsungen der Aufgaben
(73) und (74) mit jeder wiinschbaren Genauigkeit gleichmdssig
approximieren k&nnen ( falls nur die Unterteilung des Inter-
valles I in (76a) fein genug gewdhlt wird ) , wir haben aber

immer noch kein Rezept zur Bestimmung der Koeffizientenmatri-

zen §ki| , i=0,1,...,q resp. i=0,1,...,9' , 2=1,2,..,

) .

£RkiI !
np angegeben ( fiir alle Teilintervalle k=1,2,...,mt
Es verwundert sicher nicht , dass auch diese Aufgabe auf die
verschiedensten Arten geldst werden kann . Fest steht einzig
und allein , dass man die mit (73a,b resp. ¢) und (74a,b resp.

c) gegebene Information irgendwie wird verwenden miissen .

Bevor wir die Aufgaben (73) und (74) in voller Allgemeinheit
18sen , sollen in den nidchsten beiden Abschnitten die

folgenden einfacheren Teilprbbleme geldst werden

a. Lokale Ldsung von Anfangswertaufgaben

b. L&sung von lokalen Randwertaufgaben

Zu a.

Unter dieser Bezeichnung wollen wir die L&sung der in (73)
und (74) definierten Anfangswertprobleme in demjenigen Teil-
intervall I ,]<'5{1,2,...,mt} verstehen , in dem die An-
fangsepoche T, ( siehe (73b) ) liegt

Zu b.

Unter einer lokalen Randwertaufgabe verstehen wir denjenigen
Spezialfall der allgemeinen Aufgabe , bei der alle Zeiten

Ti r 1=1,2,...,n ( siehe (73c) und (74c) ) in einem einzigen
der in (76a) definierten Teilintervalle liegen .

Wir werden sehen , dass solche lokale Randwertprobleme weit-
gehend analog zu der lokalen L3sung der Anfangswertaufgabe
behandelt werden kOnnen .

Lokalen Randwertproblemen werden wir z.B. in Kapitel 3

bei der Behandiung von Bahnbestimmungsaufgaben begegenen .
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2.3.1 LokaLE LosunNGg vON ANFANGSWERTPROBLEMEN

Wir nehmen an , dass gilt :
To I, . k'€ {1,2,...,m) (79a)

Ohne Einschré@nkung der Allgemeinheit diirfen wir setzen ( sie-
he (764) ) :

b T T (79b)
Die Aufgabe besteht in diesem Kapitel darin , die Koeffizien-

tenmatrizen der folgenden Polynome zu bestimmen :

(80a)

- i
, zzk,il(t-tk;) r 2=1,2, 0 00my (80b)
Zundchst benlitzen wir die Gleichungen (73b) resp. (74b) :
Wir verlangen , dass die approximierenden und die approximier-
ten Funktionen denselben Anfangsbedingungen geniigen . Mit die-
ser Forderung und mit (79b) und (73b) folgt :
3 (1) _ (1) _ (1) _ _ _
yk'(tk;)] = Y(tk;)l = Y(To)] = inl v 1=0,1,...,n-1

Unter Berilicksichtigung von (80a) folgt dann :

Vpogl = vgil/it . i=0,1,...,n-1 ' (81a)

und analog :

Eﬂ,k'il = ZQ’Oil/il ? i=0,l,...,n"l ’ 2=l,2,...,np (Slb)

Wie werden die {ibrigen Koeffizienten bestimmt ? Sicher werden
wir in irgendeiner Form die Differentialgleichungssysteme

(73a) und (74a) beniitzen miissen .

Wenden wir uns zunidchst der ( lokalen ) Losung der Aufgabe

(73) zu . Dabei wollen wir - zur Erleichterung der Diskussion -
vorerst eine Annahme treffen , von der wir wissen , dass sie
‘sicher nicht erfiillt sein wird :

Annahme fiir die folgende Zwischenbetrachtung :

Die Elemente der L&sungsmatrix v(t)| der Aufgabe (73)

seien Polynome vom Grad q . (82)
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Zwischenbetrachtung

Ist (82) erfiillt , kdnnen wir erwarten , mit dem Ansatz (80a)
sbgar die exakte L®sung von (73) 2zu bestimmen , d.h. es wird
gelten : |
?k,(t)l = y(t) ]| fir alle Zeiten t A (83a)
Polynome k&nnen auf die verschiedensten Arten eindeutig be-
stimmt werden . Wir erwdhnen zuerst zwei in gewissem Sinne

extreme Mdglichkeiten *) :

1. Wif fordern :
n-1 (i-n)
| =1y

~ (i) ~ ~
Fooo (£ ) ] 2= £t i¥(t ) lreear¥ ity ) (83b)
k' k; k; k' ! ! kg
i=n,n+l,...,q .
Damit folgen die Koeffizienten in (81la) :
~ i—n ‘. . .
Yk'il = f(tk;;...)l( )/1! , i=n,n+1,...,q (83c)

Mit (8la) und (83c) ist das Polynom (80a) eindeutig bestimmt .
Die Schwierigkeit besteht allerdings darin , dass man - um
die Polynomkoeffizienten nach (83c) berechnen zu kdnnen -

die hdheren Ableitungen der Funktion f£(...)| an der Stelle
t=tk, irgendwie berechnen muss . Dem steht zwar prinzi--
pielf nichts im Wege , die Ausdriicke fiir diese Ableitungen
werden jedoch bald einmal sehr kompliziert . In einigen
Spezialfdllen gelingt es jedoch , die hdheren Ableitungen

“von f(...)| rekursiv zu berechnen . Wir werden darauf kurz

zu Beginn von Kapitel 2.3.1.1 zurilickkommen .

Es sei aber noch bemerkt , dass man bei Parameterbestimmungs-
aufgaben die erste Ableitung von f(..)| ohne grosse Mﬁhe be-
rechnen kann :

n-1. .
1 =7 Pyl Y w ey, (83d)

i=0

f(t;..i

Die Pi(t),i=0,l,..,n-l sind identisch mit den in (74a) figu-
rierenden Matrizen ; man muss also lediglich die partielle

Ableitung von £| nach t neu berechnen .

*) Die ersten n Koeffizienten sind immer nach (8la) definiert
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2. Anstelle von (83b) verlangen wir , dass §k,(t)[ das Diffe-

rentialgleichungssystem (73a) an g+l-n verschiedenen Stellen

exakt erfiillt . Wegen der Voraussetzung (82) ist mit (81la)
und mit diesen Forderungen §k,(t)| eindeutig bestimmt .

Es gelte :
+ .
tk'je Ik'~’ ]=l,2,.-.,q+1"n *)
und ‘

+

. (83e)
tk'jl# tk‘jzl falls Jl # ]2

Man verlangt :

~ + (n + ~ + .
Fier (Eyeeg) | ) = Bt ayidy (g lree )| v 3510250 00q41n

(83f)

Durch die Gleichungen (8la) und (83f) sind dieselben Funktio-
nen definiert wie durch (81a) , (81b) .

Der Vorteil der Verwendung von (83f) anstatt (83b) liegt auf
dér Hand : Es miissen auf analytischem Wege keine Ableitungen
der Funktionen f(...)| berechnet werden . Dafilir folgen die
Polynomkoeffizienten hier nicht so einfach wie in (83c) :
Setzt man den Ansatz (80a) in (83f) ein , ist das so entste-

hende Gleichungssystem nicht linear in den Koeffizientenmatri-

zen ?k,il , i=n,n+l,...,9 , falls die Funktion f(...)| nicht
linear in den yl(i) , i=0,1,...,n-1 ist . Nicht lineare Glei-
chungssysteme sind aber im allgemeinen itefativ zu l&sen .
Bei der durch (83f) definierten "Integrationsmethode" liegt
im Gegensatz zur Methode (83b) das Schwergewicht auf der

numerischen und nicht auf der analytischen Rechenarbeit .

3. "Zwischen" den beiden Methoden (81b) , (81f) zur Berechnung
der Koeffizientenmatrizen ?k,il , i=1,2,...,9+1-n gibt es
beliebig viele Varianten , von denen nur noch eine erwdhnt wer-
den soll , da sie - gerade bei Parameterbestimmungaufgaben -
beim L&sen der Aufgabe (73) niitzlich sein kann .

Wir nehmen an , dass gilt :
g+l-n = 2+gq* , g* sei positiv und ganz (83g)

*) Die Beschrinkung auf das Intervall Ik' wdre hier nicht

ndtig . Sie wird ndtig , wenn die Annahme (82) wegfdllt .
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Man verlangt jetzt :

(n) = £ o3 *
j)l f(t lj’Ykl(tklj)ll'°‘)l

j)l(n+l)= )l(l)

-

j=1,2,...,9%
f(t*'j;yk'(ti'j)l"°'

(83h)

Dabei miissen wir verlangen , dass die t*,j,j=l,2,...,q*
voneinander verschiedene Zeitpunkte des Intervalles Ik'
sind ( analog zu (83e) ) .

Schliessen wir diese Zwischenbetrachtung ab mit der Frage :

Was geschieht , wenn wir die Voraussetzung (82) fallen las-
sen , die approximierenden Funktionen aber trotzdem durch

(83c) oder (83f) oder (83h) oder ... und (8la) definieren ?
Die Antwort ist einfach :

Die mit (8la) und (83b) resp. (83f) resp. (83h) resp. ...
definierten Funktionen stimmen fiir t & Ik| nur noch bis

auf Terme der Ordnung g+l in (t ti,) mit der exakten

- -
k'+1
L&sung lberein . Wir bringen dies durch die folgende

Schreibweise zum Ausdruck :

: ; 1) .= * -
Sei Hpr ® tk'+1 tﬁ. y
Dann gilt fir t ¢ I : (84)

kl
70 01D =y | om3Th |, im0,1,..00,q

Dabei ist ?k,(t)[ die nach einer der Methoden (83b) ,...

berechnete Approximationsfunktion .

Anmerkung : Bei Weglassen der Voraussetzung (82) stimmen
natirlich die nach (83b) , (83f) , ... bestimmten Funktio-
nen auch untereinander nur noch bis auf Terme der Ordnung
g+l in Hk' miteinander iberein . Streng genommen sollte

man diese Tatsache in der Schreibweise zum Ausdruck bringen
Um den Formalismus nicht noch mehr zu belasten » Vverzichten

wir auf solche Unterscheidungen .



Wir verzichten darauf , (84) explizite zu beweisen . Der Hin-
weilis , dass der Beweis schulmdssig mit Hilfe von (78a) er-

folgt , soll genligen .

Alle Ueberlegungeﬁ , die wir auf den vorangegangenen Seiten

zur L8sung der Anfangswertaufgabe (73) angestellt haben , kén-
nen sinngemiss auf die L3sung der Aufgaben (74) ilbertragen wer=
den . Bemerkenswert ist immerhin die Tatsache , dass die (83f)
entsprechenden Gleichungssysteme linear sind . Wir werden dies
dies in Kapitel 2.3.1.2 ausniitzen .

Bevor wir in den Kapiteln 2.3.1.1 resp. 2.3.1.2 Algorith-

men zur L8sung der lokalen Anfangswertaufgabe fir nicht-linea-
re resp. lineare Differentialgleichungssysteme entwickeln ,
wollen wir eine vorlidufige Klassifikation der Integrations-

methoden ( zur Ldsung lokaler Anfangswertaufgaben ) angeben :

Integrationsmethode 1

Die Polynomkoeffizienten werden nach (83b) berechnet .
Man spricht bei Verfahren dieser Art auch etwa von
expliziten Taylorreihen -~ Verfahren , da die resultie-
renden Polynome effektiv identisch sind mit den nach den
Termen g-( resp. g'-)ter Ordnung abgebrochenen Taylor-

- reihen .

Intégrationsmethode 2

Die Polynomkoeffizienten sind L&sungen von Gleichungs- (85)
systemen der Art (83f) . In dieser LOsungsmethode sind
- im Kern - die klassischen ( sogenannt stark-stabilen )

"Vielschrittmethoden" enthalten .

Integrationsmethode 3

Die Koeffizienten sind nach (83h) definiert .



-65'f

2.3,1,1 Die LOKALE LOSUNG DER NICHT-LINEAREN ANFANGS-

WERTAUFGABE

In diesem Abschnitt haben wir uns nur noch mit der L&sung
der drei die Integrationsverfahren (85) definierenden algebra-

ischen Gleichungssysteme (83b), (83f) und (83h) zu befassen :

Methode 1 : Gleichungssystem (83b)

Die explizite analytisdhe Berechnung der Ableitungen der

Funktion f(t;yl.y|(1),---rYl(n—l)

)| nach der Zeit t ist "im
Prinzip" unproblematisch . In der Praxis werden jedoch die
Ausdriicke fiir die hdheren Ableitungen von f£(..)| bald ein-

mal so kompliziert , dass man - im allgemeinen - diese Metho-
de sehr rasch verlassen wird .

Flir einige spezielle Anfangswertaufgaben der Himmelsmechanik
wurden aber in letzter Zeit rekursive Methoden zur Ldsung

der Gleichungen (83b) angegeben , die sich sehr gut zur Pro-
grammierung eignen .

Wir wollen das Prinzip anhand eines einfachen Beispiels illus-
trieren . Das Beispiel wurde {A.E. Roy,p.l106£f,1978} entnommen :

Beispiel 4 : Numerische Integration des Einkérperproblems mit Taylorreihen

Unter Vernachldssigung der Planetenstdrungen lautet das Differentialglei-
chungssystem filir den heliozentrischen Ortsvektor eines HimmelskOrpers ver=-
nachléssigbarer Masse ( siehe Kapitel 3.4.2 ) :

=2 _ 'kz'_if (B4.1)
In (B4.1) ist k die Gauss'sche Konstante ( siche (154b) ) , T ist der Orts-
vektor , r der Betrag des Ortsvektor des Himmelsk&rpers .
Weiter gelte :

-> i - . :

Ziry) B = Ty ¢ 40,1 (B4.2)
Als ndchstes definiert man vier Hilfsfunktionen :

u = k2~r_3 , W= y 2 , O =W'sS , § = ;~§(l) (B4.3)

Diese Hilfsfunktionen und die Funktion r(t) werden in Reihen entwickelt :

co > (o] »
T(t) =] Tem)t , u=] W (T, wee , 0= 0, (t-To) (B4.4)
. i b Ui NN
i=0 i=0 i=0

Mit (B4.2) berechnet man zundchst u, , w, , 0, und s, . Sodann leitet man
fir die Hilfsgrdssen die folgenden Differentialgleichungen her :
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u(l)= =3*u°*g , w(l) = =2+u-<g (B4.5a)
Zudem gilt ( siehe B4.1l) und (B4.3) ) :
;(2) = -;-u ;, S = ;-;(l) sowie O = w's (B4.5b)

Setzt man die Reihenentwickluncen (B4.4) in (B4.5a,b) ein , folgen fir
die Koeffizienten in (B4.4) einfache Rekursionsformeln . Das Resultat ,
das wir nicht angeben wollen,findet man auf Seite 107 von {A.E. Roy ,
1978} .

Die Wahl (B4.3) der Hilfsgrssen ist keineswegs eindeutig ; wichtig ist
lediglich , dass sie auf den rechten Seiten der Gleichungen (B4.5a,b)

( hochstens ) quadratisch auftreten .

auf analoge Weise k&nnen Rekursionsformeln fiir schwierigere Aufgaben
(.z.B. Mehrkérperprobleme ) gewonnen werden , die Formeln werden jedcch
sehr komplex . Im Rahmen der vorliegenden Arbeit machen wir von der Inte-
grationsmethode 1 keinen Gebrauch .

Methode 2 : Gleichungssystem (83f)

Durch Einsetzen des Ansatzes (80a) in (83f) erhdlt man ein
nicht-lineares Gleichungssyvstem , das im allgemeinen itera-
tiv geldst werden muss'.

Wir unterscheiden zwei Methoden :

Methode 2.1

Die Gleichungen (83f) werden schulmdssig linearisiert

Dadurch wird - wie bei jeder Linearisierung - ein Iterations-
prozess induziert , bei welchem die Unbekannten sukzessive
bestimmt resp. verbessert werden . Jeder Iterationsprozess
muss initialisiert und abgebrochen werden ; d.h. es miissen
erste Niherungswerte flir die zu bestimmenden Unbekannten an-
gegeben werden , und man muss entscheiden , wann eine Fort-
setzung der Iterationsprozesses nicht mehr nétig/sinnvoll

ist . Um beide Punkte ( Initialisieren/Abbrechen ) wollen wir
uns vorerst nicht kiimmern , und nur einen Iterationsschritt
untersuchen .

Dazu fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein
J :=1,2,...,3J% : Nummern der Iterationsschritte (86a)

. 9 g i _
T (€D ] =i£0 yk'il°(t—tk;) | (86b)

: Beim J-ten Iterationsschritt bekann-

te Niherung fir ?k,(t)| .
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Wegen (8la) folgt zunichst :

~J N R
Yk'il = y0i1/1! , i=0,1,...,n-1 , J=1,2,...,J% (86¢c)
Weiter sei :
J _ ~J _ *
£ (t)] 2= f(t;yk,(t)l,...)| , J=1,2,...,J (864)
Insbesondere soll gelten :
J J + . .
fk'jl 1= fk,(tk,j)[,]=l,2,...,q+l-n , J=1,2,..,0% (86e)

Weiter gelte in Analogie zu (54a)

J(t),SL=0,l,...,n-—l : dxd - Matrizen deren Elemen-
2

te wie folgt definiert sind :

Pg 3 (B) == {fi. $(B) 1 T , i=1,2,...,d (86£)
’ ’ Y k=1,2,...,d
2=0,1,...,n-l
Insbesondere sei :
J J, + .
sz 1= Pg(tk,j) , 3=1,2,...,g+l-n , 2=0,1,..,n-1 (86g)
Schliesslich und endlich setzen wir :
+
At, ,.:= £, ,. - t j=1,2,...,9+1-n (86h)
klj klj k:) 14 ’ ’ [

Damit endlich zur Linearisierung der Gleichungen (83f) :

- Da die linken Seiten schon linear in den Unbekannten sind ,

haben wir lediglich die Funktionen f(...)]| in (83f) zu line-

arisieren . Dazu entwickeln wir f(..)| in eine Taylorreihe :

+ J

Q~ + =1
f(tk,j,y(tk,j)l,...)[ fk,jl +
n-1
J - + () ~J + (2)
+Q/£O P,Q,j '( yk'(tk'j)l ykl(tklj)l )
+ e e & @
j=1'2' - ..,q+1"n (87)

Wir miissen jetzt (87) in (83f) einsetzen und in dem so ent;
stehenden Gleichungssystem die ?k,(..)i(l),i=0,l,...,n—l

nach (30a) ersetzen .

Das resultierende Gleichungssystem kann wie folgt geschrieben

werden :
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- J _
Z Lk..-l-yk.il = Gprgl +ovr s 3712000000t (88)
i=n J=1,2,...,3*
WObel fllr l—l’l,n+1,..,q ’ 3—1 2,...,q+l"n H
J i n2l i n-% nJ i-n
R LR o PR R L
I S R N % T, | (88b)
Ty ety Tl Tagt E TEA T Ry YR \

( In (88a) ist [ eine dxd - Einheitsmatrix ) .

(88) wird durch Vernachldssigung der Terme " +... " lineari-
siert . Die L&sungen von (88) und die L&sungen des (88) zuge-
ordneten linearisierten Systems miissen verschieden bezeichnet

werden . Es ist naheliegend , die LOsungen des linearisierten

Systems als ?i.ll , i=n,n+l,...,q zu schreiben :
~J+l J .
z Lkl.]l k'i I = gkljl r J=1,2,...,9+1l-n (89)

J=l’2,-.o’J*

Setzt man noch

oJ+1 ~J+1 LJ+H1 ~J+1
Y = Ykln’Ykln+1""lyk|E[ ) 4 *) (89a)
L N J |
k';1,n 'Lk';l,n+1" k1,9
L = |, . ,  (89b)
J J
L-Lk' ;q+l-n' g @ 0 00 000000 n'L 1 'q+l—n q
sowie
) *) (89¢c)

I oo J J
Ikt TV IkrarIkr2rcrrSk'grl-n
kann (89) einfacher

wie folgt ausgedriickt werden :

19 . yI

k! k' J=1,2,...,0% (90)

=gk'|

Mit (90) ist ein Iterationsschritt des Integrationsverfahrens

2.1 hinreichend charakterisiert .

*) (asbr...) := (al,az,..,ad,bl,bz,..,bd,...)



Methode 2.2

Diese Methode folgt aus der Methode 2.1. wenn man in (88)
zusdtzlich zu allen Terﬁen "+ ..." alle Summanden , die die
Matrizen ng » 2=0,1,..,n-1 , j=1,2,...,g+1-n enthalten ,
wegldsst . An Stelle von (89) erhdlt man so das formal viel
einfachere Gleichungssystem

l"n ~

J .
z (l n)l' k'] Yk' I = fkljl ' ij=1,2,...,9+l-n (91)

J=1,2,...,J*

Die Vorteile von (91) gegeniiber (89) liegen auf der Hand :

- Es ist nicht n®dtig , die Matrizen Pij zu berechnen .

- (91) besteht effektiv aus d voneinander getrennten Glei-
chungssystemen der Dimension g+l-n ( siehe weiter unten ) .
Damit bendtigt (91) wesentlich weniger Speicherplatz als
(89) resp. (90).

Die Nachteile sollten aber nicht iibersehen werden :

- Die nach (91) bei einem bestimmten Iterationsschritt be-
rechneten neuen N&herungswerte flir die -Koeffizienten
?g?ii r i=n,n+1,...,q stimmen nur bis auf Terme der Ord-
nung O ( Hk') miE den nach (89) bestimmten neuen Koeffi-
zienten lberein . Die Zahl der Iterationsschritte bei
Verwendung von (91) wird also wesentlich h&her als bei
Verwendung von (89) sein .

- Ist H ZUu gross , wird unter Umstdnden der durch (91)

kl
definierte Iterationsprozess nicht mehr konvergieren .

Wir fihren die zur Programmierung geeignete Matrix-Schreib-

weise flir das System (91) ein :

vxd+1 J
Mo Y30 = Fro (92)
J+1

In (92) sind Y*

und d (siehe (10a)) Kolonnen . Die i-te Zeile von

Fi, Matrizen mit g+l-n Zeilen

-+
Y*J+1 ist identisch mit der Zeilenmatrix yg,l —14n (92a)
(51ehe (86b)) , die j-te Zeile von F ist identisch

kl

mit f (siehe(86e)) , i=n,n+1,..,9 , j=1,2,..,9+1-n .

*) Vorausgesetzt , man geht in (89), (91) von der gleichen

Né&herung aus .
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Mk' ist eine (g+l-n)x(g+l-n) - Matrix , deren Ele-
mente wie folgt definiert sind : (92b)
k=1+n)! k-1
Mkl jk el —(—ﬁ'{___iT)‘_—'Atklj r k=1,2'-.o’q+l-n
! * j=l’2,o¢-,q+l—n

Mit den Gleichungen (92) , (92a,b) ist auch ein Iterations-
schritt der Methode 2.2 in ausreichender Weise charakteri-

siert .

Methode 3

Durch Einsetzen des Ansatzes (80a) in (83h) erhdlt man ein
nicht lineares Gleichungssystem , das im allgemeinen itera-
tiv geldst werden muss .

Genau wie bei der Methode 2 unterscheiden wir auch hier zwei

Verfahren , die analog zu 2.1 und 2.2 definiert sind :

Methode 3.1

Die Gleichungen (83h) miissen schulmidssig linearisiert werden .
Die Linearisierung der Gleichungen (83h)1 unterscheidet sich
"im Prinzip" durch nichts von der Linearisierung der Gleichun-
gen (83f) , sodass (89) unverdndert libernommen werden kann ,
wenn man nur (g+l-n) durch g* ersetzt , und an Stelle von

A die At* :=t* -t y J=1,2,...,9% verwendet .

k'5 k'S k!

Schwieriger gestaltet sich die Linearisierung der Gleichungen

Exr s

(83h)2 : Zuerst sind die rechten Seiten dieser Gleichungen
nach (83d) zu ersetzen , anschliessend sind die so entstan-
denen Funktionen schulmidssig zu linearisieren .

Aus verstidndlichen Griinden verzichten wir darauf , explizite

Formeln fir die Methode 3.1 anzugeben !

Methode 3.2

In Analogie zur Methode 2.2 ( siehe (91) ) setzt man :

T an imn STl T

izn (i-n)!? k'j

. (At*

klj) yk'i ’ i=1,2,...,9* (93)1

und
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q - . |
—rt i-n=1_.J+1, _ _J (1) |
i£n+1(i-n-l)!'(At}tlj) -Yk.il - fk'j! ’J=l'2’.._’q*
(93)2
i J o '
Die Vektoren fk'jl sind nach (83d) mit den Argumenten

J (i .
ti'j , yk,l ) , i=0,1,...,n-1 zu berechnen .

Genau wie bei der Methode 2.2 k®dnnen wir auch hier eine zur
Programmierung geeignete Matrizenschreibweise fiir das System

(93) angeben :

vad+1 J
i,- 5 = Fé, , J=1,2,...,J* (94)
vedTLl o, . . X o .
K ist nach (92a) definiert . Die beiden iibrigen Matrizen
haben die folgende Bedeutung
-~ J —
fk'l
J (1)
fk'l
J
fyio
J (1)
I fk‘2
Fro o= .. (94a)
' .
k J*
fk' *
fJ(l)
k'g*
L“_jLZ

Die Matrix M!, ist eine (2°g*)x(2+g*) - Matrix , deren Elemen-
te durch die folgenden Beziehungen gegeben sind :

._ (k=1+n) ! k-1 .

! * - X
| e « = _ ] '(At '.) r 3-1'3,5,0.,2‘q 1
k'3k (k=1)* 3 k=1,2,...,2-q*
k=1+n) ! ' k-2 .
bk TR O 32 2 (945)
K=2,3,...,2+G*
]-’{'jl := 0 ’ j=2'4]6[coa’2.q* ’ k=1

Damit ist auch ein Iterationsschritt der Methode 3.2 defi-
niert .
Erwdhnenswert ist die Tatsache , dass die Matrix M!,- genau

wie Ubrigens auch die Matrix Mk' in (92) - unabhhdngig vom

Index J ist .
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Die die Methoden 2.1 , 2.2 , 3.1 und 3.2 charakterisierenden
Iterationsprozesse miissen initialisiert und abgebrochen wer-

den . Die Initialisierung ist filir alle Methoden identisch :

Initialisierung : J := 1 , Definition von yi,(t)l

Aus (86c) folgt zundchst :

= inl/i! , i=0,1,...,n=-1 , J=1 (95a)

Wegen (73a) gilt weiter :

~J ,
Yerpl = f(tk;’yool'Y01|""'Yon—ll)'/n! (95b)

Da bei Parameterbestimmungsproblemen die Matrizen Pz(tk')
0
meistens sowieso berechnet werden miissen , kann man noch

die ndchste Koeffizientenmatrix berechnen :

| = £(t |)|(1)/(n+1)!,J=l (95¢)

ka;YOO!'YOll""'YOD-l

Die ilibrigen Koeffizientenmatrizen werden gleich Null gesetzt

~J
yk'il =0| , i=n+2,n+3,...,9 , J=1 (954d)

Wird (95c) nicht berechnet , wird auch fiir i=n+1 (954) ver-

wendet .

Abbruchkriterien

Die Integrationsmethoden 2.1 , 2.2 , 3.1 und 3.2 beruhen auf
der Linearisierung der zugrundeliegenden nicht-linearen Glei-
chungssysteme (83f) resp. (83h) . Damit ist eigentlich schon

gesagt , wie die Abbruchkriterien beschaffen sein miissen :

Man hat nimlich bei jedem Iterationsschritt zum Schluss zu
priifen , ob die Betrdge der bei der Linearisierung vernach-
ldssigten Terme alle kleiner als eine vom Programmbenilitzer
zu definierende Toleranz € sind *) .

Bei der Methode 2.1 berechnet man diese Terme nach (87) durch

*) Statt dessen kdnnte man auch Kriterien flir die relativen

Fehler angeben ( siehe {G. Beutler,1982,p.158} ) .
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J J «J+l + () -J 2 J+l
I:— +ZP23 l )-Yk'(tkl l( )) jl

Wegen (86c¢c) kann man mit (88b) die gg[ auch wie folgt schrei-

n-1 a . .
J+ll " Z PJ Z .l! At

i-
. (96a)
- 1 '
=0 3 i=n(l e k

LT+
3 ¥y

j=l'2' .o -,q+l"n

Aehnliche Formeln leitet man fiir die Metheode 3.1 ab .
Bei den Methoden 2.2 resp. 3.2 sind die vernachldssigten Terme

identisch mit den Elementen der folgenden Matrizen :

AFi,:= Fifl - Fi, ( Methode 2.2 , siehe (92) ) .  (96b)
Fk,.= F'J+1 Féf ( Methode 3.2 , siehe (94) ) (96c)

Fassen wir zusammen :

Abbruchkriterien

-..u *4+]1

Vi (£) |, falls

J*= J und ¥, (£)| =

bei Methode 2.1

Cj i| <e , j=1,2,...,9+1-n , i=1,2,...,4 (97a)

, -

bei Methcde 2.2  (97)
|AF§,,jii < e, 5=1,2,...,q+1-n , i=1,2,..,d(97b)

bei Methode 3.2

J . .
[0Fgy 5l <& v 3=L,2,0ccigtlon, i=1,2,..,d(970)

Kommentare zu (97)

- Die Abbruchkriterien (97b,c) sind ausgezeichnet zur Pro-
J+l ~,J+1

kllkl 4
ja in (97b,c) gebraucht werden , sowieso beim ndchsten

grammierung geeignet , da die Matrizen F die
Iterationsschritt berechnet werden missen .

- Die Verwendung des Kriteriums (27a) bedingt die Spveicherung
vieler Hilfsgrdssen ; das Kriterium ist somit nicht sonder-

lich zur Programmierung geeignet . Hdufig wendet man daher
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gegeniiber (97a) modifizierte Kriterien aﬁ . bei denen nur
eine der Matrizen Cj[ ; 3=1,2,...,9+1-n gemdss (97a) unter-
sucht wird . So ist es mdglich , die zusdtzlich erforder-
liche Rechenzeit sowie den zusdtzlich bendtigten Speicher-
platz in Grenzen zu halten ( siehe auch Beispiel 5 ) .

- Die Wahl von € ist problemabhdngig . Auch auf diesen Punkt
werden wir in Beispiel 5 eingehen miissen .

+

Die Zeitpunkte tgry TeSP- t;,. , 3=1,2,...,9+1-n resp. q*

J

Bislang haben wir nur verlangt , dass die Punkte t;'j von-
einander verschiedene Punkte des Intervalles Ik sein sollen

( gleiches gilt sinngemd@ss fiir die Punkte t;‘j , siehe (83e)
und (83h) ) .

Es wiAre eine reizvolle Aufgabe , die Genauigkeit der L&sungen
in Abhdngigkeit von der Punktwahl zu untersuchen . In der vor-
liegenden Arbeit wilirde uns dies jedoch allzu weit vom eigent-
lichen Thema abbringen ; wir beschrinken uns daher auf die
nichstliegende Mdglichkeit , werden jedoch die Integrations-

algorithmen so gestalten , dass ohne Milhe auch andere Sdtze

*
von t;'j :r J=1,2,..,9+t1l-n resp.tk,j ; 3=1,2,...,9*% verwendet
werden kdnnen .
Es gelte :
+ - = * -‘li- * I * j-i.o
tk'j 1= tk' + T Hk' resp. t¥,. : tk' + -1 Hk' (98)
i =1,2,...,9+1-n i =1,2,...,9%
Nach (84) ist dabei H, , = (t]’;,+1 - tﬁ,) die L&nge des Inter-

valles Ik' ' tﬁ, ist die untere Grenze des Intervalles .

Im folgenden Beispiel 5 werden die Integrationsmethcden 2.1 ,
2.2 und 3.2 zur Ldsung des Einkérperprcblems verwendet .

Die Integrationsalgorithmen socllen dabei als FORTRAN-Unterpro-
gramme formuliert werden , mit denen man Anfangswertprobleme
der folgenden Art l&sen kann :

y1 = gy, v P =y 1 1=00 (99)

Die Programm - Modifikationen filir allgemeinere Systeme (73a)
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sind rein technischer Natur und kSnnen dem Leser {iberlassen

werden .

Beispiel 5 : Lokale LOsung des EinkOrperproblems als Anfangswert-
aufgabe mit den Integrationsmethoden 2.1 , 2.2 , 3.2

Aufgabe :
>(2) _ .. T
Gegeben : r = =~k ‘—r'g'
(1) > .
Tc = =0
| tks
k = .01720209895
(Gauss'sche Konstante)
Es sei : M= maxlrl(t - F, (t)[ (B5.1b)
i=1,2,3
t € Ik

Wobel : r(t): Approximierende Funktion ,

fi (t) : deren i-te Komponente (B5.1c)

Da sich die Bewegung in der von den Vektoren r und T

00 01
aufgespannten Ebene abspielen wird , darf man ansetzen : (B5.1)
-> ->
g(t) = z{l () EOO + y2 (t) ':501 (B5.14)
r(t) := Yy (t) Tog + y2 (t) r o1 (B5.1e)

Durch Einsetzen von (B5.1d) in (B5.la) folgt :

2 1/2
vyl =k?-yl/ r*, r=(s, yl +s,° y2 +2¢ s3°yl'y2) /
| 2 (B5.1f)
S.= 2 s. = 12 s. =7
1" Too " 525 Fo1 7 %3 T oo Fo

Wobei : y(t)| := [Ylgg] P Y(0) ] = m ' y(0)|(l) [ ] (B5.1q)

Fir ¥(t) | setze man :

q S
Y = F0) [= ) F0sle (t-fk,)l (B5.1h)
i=0 0

Gesucht : Eine Tabelle , die die Maxima (B5.1b) fiir g = 5,7,9 ,
die Methoden 2.1 , 2.2 und 3.2 fiir die Intervalle
I, =_-20Tage,+20Tage ] ,[~40,40],[-60,60 ] enthilt .

Die Vektoren ;Oi,i=0,l sind so zu wdhlen , dass sie

elliptischen Bahnen mit Exzentrizitdten e=0,.2,.4,.6
und e=0.8 , mit Halbachse a=2.7 A.E. entsprechen .
Ty sei eimmal gleich der Periheldurchgangszeit ,
einmal gleich der Apheldurchgangszeit .
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Zur I8sung der Aufgabe (B5.1) mussten die in Tabelle 4 zusammengestell-
ten urd kurz kommentierten Unterprogramme geschrieben werden .

Dabei dienen die ersten sieben der ( lokalen ) Ldsung beliebiger Aufga-
ben der Art (99) ; nur die letzten drei charakterisieren das in (B5.1)
zu lGsende EinkOrperproblem .

Tabelle 4

Unterprogramme zur I&sung von lokalen Anfangswertaufgaben (99)
und zur ISsung der Aufgabe (B5.1)

Name Kurzbeschreibung

SETIDT Definition der Teilpunkte t;‘j resp. tﬁ‘j nach (98) .,
Definition der Grlsse He. nach (84) .

INITA Initialisieren der I8sung nach (95a,b,c,d) . Zusdtzlich
werden die Fakultiten 1! , 2! , ... ,q! berechnet und
abgespeichert ; es wird gepriift , ob Ty mit einem der
Teilpunkte tk'j resp. tﬁ'j identisch ist . Trifft dies

fiir j=j* zu , wird eine Variable IT0 = j* gesetzt .
Trifft dies nicht zu , gilt IT0=0

YPOL | Mit dieser Subroutine kénren fiir beliebige Argumente t
die Funktionswerte (i) ._ :
l 'l“ollyno-’m

9,48
berechnet
werden . N, < d ist eine Eingabevariable .

LOKA21 | Iterative ISsung der nicht-linearen Gleichungssysteme
LOKA22 (83f) resp. (83h) mit den Methoden 2.1 ( siehe (89) ,
LOKA32 (90) ) , 2.2 ( siehe (92) ) resp. 3.2 ( siehe (94) ) .
Als Resultat erhdlt man in allen drei Fdllen die
Koeffizienten i

Hk"§k'il , i=0,1,..,n,n+l,..,q

Als Abhruchkriterium wird bei den Methoden 2.2 , 3.2
(97b) , (97c) verwendet , bei der Methode 2.1 wird die
Bedingung (97a) nur fir j=g+l-n = g-1 gepriift .

HILF Hilfssubroutine , die von LOKA21 zur Berechnung der
rechten Seite des Gleichungssystems (90) gebaucht
wird .

DERIV Problemspezifische Subrcutinen . Mit ihnen werden die

MATP rechten Seiten des Differentialgleichungssystems (B5.1f)
DFDTP ( DERIV ) , die Matrizen P.. ( siehe (86£,9) ) ( MATP ) , |
resp. die partielle Ableitung der rechten Seite des
Dgl.-Systems nach der Zeit t bestimmt ( DFDIP )
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Bamerkungen zu den Subroutinen in Tabelle 4

SETDT

Mit dieser Subroutine k&nnen die Teilpunkte effektiv auch auf andere
Art als in (98) gesetzt werden . In der vorliegenden Arbeit werden wir
davon aber keinen Gebrauch machen .

INITA
Gilt

+ ' .
Ty = t 114 TSP Ty = t}t, .. r J*€l1,2,..,g-1} resp. ... (B5.2)
J J enthdlt das Gleichungssystem (83f)
resp. das Gleichungssystem (83h) die Gleichungen (95b) resp. (95b) und

] Y . ~ et a S } 1 l.
(95c) . Die Koeffizienten Yk'nl resp. yk'nl und Vi kénnen scmit a

priori bestimmt werden . Beriicksichtigt man diese Tatsache , erreicht-
man eine betrdchtliche Reduktion der Rechenzeit in LOKA.. . .

Es sei jedoch ausdriicklich betont , dass (B5.2) nicht gelten muss .

In vielen Fdllen erspart man sich durch die Wahl To# t, 5 i=1,2,..,9-1
unangenehme Transformationen .

YPCL

Nach Abschluss der Subroutine LOKA21 resp. LOKA22 resp. LOKA32 kann YPOL
zur Berechnung von Funktionswerten beliehiger Ableitungen Cer Funktion
Fper (£) | an beliebigen Stellen des Intervalles I, . verwendet werden .

Es ist wichtig zu wissen , dass man bei den in der wvorliegenden Arbeit
verwendeten Integrationsverfahren nicht nur die Funktion y(t)| in I, ,
approximiert , sondern auch die i=1,2,...,g-ten Ableitungen yon y(t)|
Von dieser Tatsache werden wir in Kapitel 2.3.4.2 bei der automatischen
Wahl der Teilpunkte t! ‘-* , k=1 2,...,m ( siehe (76a) ) Gebrauch machen .

IOKA21 , LOKA22 , LOKA32

Problematisch ist die in den Abbruchkriterien (97) vam Programmbeniitzer
zu definierende Grésse € , die ja gleich dem maximalen in den Gleichun-
gen (83f) resp. (83h) tolerierten Betrag der Fehler nach Abschluss der
Iterationsprozesse ist .

Einerseits mdchte man € mdglichst klein wdhlen , damit in LOKA21 resp.
IOKA22 resp. LOKA32 nicht unndtige Fehler in die Rechnung eingefiihrt
werden , andererseits sollte € mdglichst gross gewdhlt werden , damit
nicht Uberfliissige Iterationsschritte ausgefithrt werden , was mit langen
Rechenzeiten verbunden ist .

Der Programmbeniitzer muss wissen , mit welcher Genauigkeit die Funkticnen
y(t)|im Intervall I+ zu approximieren sind . D.h.

€0 = max ly, (8) =9, . (t)] (B5.4)
i=1,2,..,d T ki |

t € Ik' muss gegeben sein .

€9 ist also der maximale in einer Komponente Yy ,i(t) von v, , (t)] in Ly

tolerierte Fehler . Ziel der folgenden Betrachtungen ist es , das in

(97) verwendete € als Funktion von €, abzuschitzen . Dabei wollen wir
uns vererst auf die beiden durch die Gleichungen (83f) definierten Metho-
den 2.1 und 2.2 beschrinken . :
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_ ~J%+2
= ykl

Es sei : 8y, (0)] - Wl=F, ®]-F, 0] ©.5

Offensichtlich wird es sinnlos , den Iterationsprozess weiter fortzu-
setzen , wenn gilt :

‘éykl (t)l L € y i=1,2,..,4d , t € Ik' (B5.6)

Die Funktionen éyk, ., sind Polyname vam Grad g . Scmit sind ihre zweiten

Ableitungen Polyname vom Grade gq-2 , fir die - bei Anwendung der Abbruch-
kriterien (97a) resp. (97b) - die folgenden Bedingungsgleichungen erfiillt
sind :

Iéyk tk ) <e , i8,2,.0,4 , 371,2,...,971 (B5.7)
Mit Hilfe der Interpolatlonsformel von lagrange diirfen wir nun den
Schluss ziehen , dass = bei Verwendung der Teilpunkte (98) - g:.lt :

|®@)wn <200, €L, , i7,2,..0d , G ) (B5.8)

In Anbetracht von (86c) fihrt dies urmittelkbar zu einer einfachen Ab-
schitzung fiir 6yk, () in I, : :

|8y, , . ()| < 10°ee(t-t, )% < 10-e-H] i=1,2,..,d , (B5.9)
k', 4 B S o

Durch Vergleich von (B5.6) und (B5.9) folgt filir die Methoden 2.1 und 2.2
unmittelbar :

€ = so/(lo-H;,) fiir g < 14 und flir die Methoden 2.1 , 2.2 .  (B5.10)

(B5.10) ist das gesuchte Resultat : Das in (97) gebrauchte € ist als
Funktion des bekannten €, (siehe (B5.4)) dargestellt . '

Vollstindigkeitshallber wollen wir noch eine Abschatzung flir die erste
Ableitung von Yk' .(t) 1in Ik angeben :

lay(})i(t)l $200eH, , t€L, . i=1,2,...,d (B5.11)

Fir die Methode 3.2 kammt man mit Hilfe der Interpolationsformel von
Hermite ( siehe z.B. {Z. Kopal , 1955 , Kap. II-E} ) zu den folgenden
Abschdtzungen :

1 ' |
|8ys ;)] < drecHy, o léy(.)'i(t)l <8eH, ,t€T, (BS.12)
q< 14

, i=1,2,...,d , Methode 3.2 .
‘Man k&nnte somit fiir die Methode 3.2 fiir € eine etwas glinstigere Ab-
schitzung als (B5.10) angeben ; wir sehen aber davon ab , und verwen-
den generell (B5.10) fir alle drei Methoden .
Bei unserem Beispiel interessieren wir uns ausschliesslich fiir die maxi-

male erreichbare Genauigkeit bei Rechnung in Doppelprédzision ( siehe
(69) ) und setzen :

€0 = 10714 ‘ (B5.13)

*) Fur Abschitzungen dieser Art siehe z.B. {E. Stiefel,1965,7.Approximationen}.
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DERIV , MATP , DFDTP

Dies sind die problemspezifischen Unterprogramme : Ist an Stelle von
(B5.1) ein anderes Anfangswertproblem der Art (99) zu 1l8sen , sind
lediglich diese drei Subroutinen neu zu programmieren .

In unserem speziellen Beispiel gilt :

{fl}t =0] ,t €I, (B5.14)

Die Subroutine DFDIP , die von INITA und LOKA32 aufgerufen wird , ist
also trivial .

Die Matrix P.(t) ( siehe (86f) ) wird in MATP berechnet . Vollstandlg-
keitshalber Sei ihre explizite Gestalt angegeben :

..1 - 3.y .>\1 r = 3'Y1 '>\
P, =-k?/r? 1 ? (B5.15)
- 3.y20}\1 ' 1 - 3.Y2.A2

‘wobel @ A = (s, vy, + 5,0y, )/r%, A, = (s;y+ 8,0y, ) /xP (B5.15a)

Es hat keinen Sinn , alle in Takelle 4 aufgefihrten Unterprogramme wieder-
zugeben .

Un dem Leser wenigstens einen Eindruck ven der GrSssencrdnung der (problem—
unabhidngigen) Subroutinen LOKA.. zu geben , geken wir auf der folgenden
Seite die Sukroutine LOKA21 an .

Bemerkungen zum FCRTRAN-Unterprograrm [OKA21 { siehe nichste Seite )

- Die wichtigsten Programmteile ( Bldcke ) sind eingerahmt und gekenn-
zeichnet .

= In LOKA2l1 wird (83f) durch den Iterationsprozess (90) gelSst .
Im Programm ist diese Iteration identisch mit der folgenden Schlaufe :

f .DO 100 ITEIR=1,.5 ]
' : .

100 CONTINUE ’

Zu den einzelnen Bl&cken :

Die Bl&cke A; , A; sowie die durch "<——" gekennzeichneten Instruktio-
nen werden gebraucht um - je nachdem ob ITO = 0 oder ITO # 0 ist - die
Unbekannten Hk 'yk, | + i=n,n*l,...,q oder i=nt+l,n+2,...,q zu bestimmen .

In Block B wird die Matrix gk,l ( im Programm mit. G bezeichnet ) aufge-
stellt ( siehe (8%c) ) . 3
In Block C wird die im Programm mit XL bezeichnete Matrix |, , definiert .

Die Subroutine DMINV invertiert die Matrix XL ( Block D ) .
In Block E schliesslich werden die neuven Koeffizienten berechnet .
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SUBROUTINE LOKAR21(Qr 0 ITOsHKs TOSEFS» TRFL»YKQEsY»
1 CFAKsFeHeHI o Py GoeXLoLHLLH2Y

LOKALE LOESUNG EINER ANFANGSWERTAUFGAEE
REGCHREIBUNG SIEHE LOKAZ21.TXT

IMPLICIT REALXB (a-H»0-2Z)

SEALXE Y1) »YRKOE(L) 2 TRPL(12

REALKS FC1)vyHOL) sHICL) o F L) G o XL (L) »FARCLD

INTEGERXZ QeDelLHL(L) $LH2(LDD
NEFF ¢ EFFEKTIVE DIMENSION DER (NICHT LINEARISIERTEM) MATRIX XL
NO=3
IF(ITO.EQ.Q)NO=2
NEFF=(Q+1~-NOIXD
ITERATIVE LDESUNG DES SYSTEMg_XL*YNnF = 3 —

T4 100 ITER=1s53

J=0

10 30 Jo=1,0-1
IF(JO.EQ,ITOYGO TO 30
J=J+1

. NEFTNITION DER WREGHTEN SEITE ¢ MATRIX G

1

l T=TRKFL(JO»=TO
CALL YFOL(OsQelsHK»FARKs Ts YKOE»Y)
CALL DERIV(TRKFL(JO) »DeYsF)
CALL MATR(TRFL(JO)Y»Ds»Y»F)
CALL HILF(NOsQsDsHK» TeFs YKOE»HsHL)
JOO=¢J-1) %D
0o 10 1=1,0
G(JOO+IN)=F(I)-H(I)
IF(NO‘EDaB)G(J00+I)=G(J00+I)-2*YKUE(2*D+I)/HK**2'F———
10 CONTINUE
T 2. DEFINITION OER MATRIX XL(NEFFoNEFFY
g 20 I=nNQe«Q
IQ0=(I-NO)IXD
TIM2=FARK{I+1)/FAR(I-1)
IFCLLGT 2 TIM2=TIMIKT KK (I-2)
0o 2¢ Li=i.D
oo 20 L2=1.0
T1=J00+L1+<{I00+L2~1) XNEFF
12=L1+¢.2=-13%0
€ OXLCJOO+L1»I00+L2)==RP(L1sL2IKTXX]I + DELTACLLsL2YXI L/ CI=23 URTRKCL=2)
SOOELTACL .02 ¢ KROMECKER = UDELTA
ALl )==r (I3 XTXX]
IFCLLLEQ.L2YXLCIL)=XL(T1)+TIM2
YLCT1y=XL{I1) /HKXKI
20 CONTIMUE
30 CONTINUE
P INVERSION DER MATRIX XL ¢
Call UMINVEXLaNEFFeOET»LHL s LHZ )J
S BERECHMUNG DER NEUEN ROEFFLIZIENTEN 2
I -1
Z YROE = (XL X G
~
U0 30 I=NOsQ
I00=1%0
IO1=(I-NO)YXD
10 40 Li=1.D
YRKQECIOO+L12=0Q.00
00 4Q LL2=1NEFF
YRKOECTOO+LI I =YROE(IOO+L 1) +XL{I01+L 1+ (L. 2=1) KNEFFIXG (L.2)
40 CONTINUE
Call YFOL{OrQeDoHRK»FAR»Ts YRNDEsSY)
CALL HILF(NOsQeUrHR»TeF s YKDEH)
CALL DERIV(TKFL(JO) »DsYF)
> TEST DER QUALITAET DER LINEARISIERUNG AN DIER STELLE T = TRELUS(Q=-1)
AMAX=0.10
ug 30 I=1.0
IF(NQ.EQ.3IH(T) = H(I)+"*YKDE(“*D+T)/HKK*“ s
TEST=NARS(G(J00+I ) -F (I +H(I))
IF(TEST.GT . XMaX) XMAX=TEST
%0 CONTTMUE
IF (XMAX . LE.EFSIRETURN
100 CONTINUE - -
C DRUCKEN EINER WARNUNG v WENN REINE RONVERGENZ ERREICHT WURDE

TYFE xy‘kkk SR LOKAZ21 ¢ KEINE KONVERGENZ » XMAX =7 :XMAX
RETURM :
END

C*
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Anschliessend wird in F gepriift , ob an der Stelle t.:, -1 die Bedingung
(97a) erfiillt ist . !

Ist nach ( nur ! ) 5 Iterationsschritten (97a) immer noch nicht erfiillt ,
wird in Block G eine Warnung ausgedruckt .

Erwdhnenswert ist die Tatsache , dass die Matrizen i, sowie Pg in
IOKA21 kolonnenweise linearisiert sind . Dadurch erreicht man , dass
IOKA21 fiir beliebige Probleme der Art (99) (-beliebige Dimensicn 4 ,
beliebige Integrationsordnung q ) gebraucht werden kann . Dass diese
Linearisierung der lLesbarkeit des Programms abtrdglich ist , leuchtet
ein . Daher wurde an einer Stelle ( Block C* ) die nicht linearisierte
Matrizenoperation durch Kenmentarzeilen verdeutlicht .

Um diese Linearisierung braucht sich der Programmbentiitzer nattirlich nicht
zu klUmmern ; sie ist eine rein interne Angelegenheit .

Die in Block B bentigte Subroutine "HILF" , die ungefdhr 10 Instruktio-
nen enthdlt , wird hier nicht wiedergegeben . .
Berlicksichtigt man noch , dass von den drei Unterprogrammen LOKA.. das
hier wiedergegebene LCKA21 das ldngste ist , darf festgehalten werden ,
dass sich die drei Integrationsmethoden 2.1 , 2.2 und 3.2 durch sehr
einfache Algorithmen auszeichnen .

Die Programmresultate

Die in (B5.1) verlangten Resultate sind auf der folgenden Seite in den
Tabellen 5a ( Ty entspricht der Periheldurchgangszeit ) und 5b ( Ty ent-~
spricht der Apheldurchgangszeit ) zusammengefasst .

Da es zudem wichtig ist , mit welchem Rechenaufwand diese Resultate er-
zielt warden , wird in den Tabellen 6a,b festgehalten , in welcher Zeit
die L8sung berechnet wurde , und wie oft die Subroutinen DERIV und MATP
aufgerufen worden sind .

Zu den Tabellen 5a , Sb

- Die zur Berechnung der Grdssen (BS5.1b) bendtigten "wahren" LOsungen
?(t) wurden mit der Subroutine ELEXV ( siehe Tabelle 3 , (71) ) be-
stimmt .

- Augenfdllig ist der Unterschied zwischen den Tabellen 5a und 5b :
In Tabelle 5b ( T, = Apheldurchgangszeit ) liefern alle Approxima-
tionsansdtze befriedigende bis sehr gute Resultate .

In Tabelle 5a ( T, = Periheldurchgangszeit ) stimmt dies nur fir -
Exzentrizitédten < .4 . Bei Exzentrizitdten > .5 kdnnen nur noch
die Polyncmansdtze mit g = 7 , @ = 9 in den kiirzeren Intervallen

, = 40 , 80 einigermassen befriedigen - dies iibrigens , obwchl
in fast allen *) Fdllen die Abbruchkriterien (97a,b,c) erfiillt wer-
den konnten .

- Als erstes Resultat sei festgehalten , dass sich bei praktisch allen
Problemen der sogenannten "ersten Bahnbestimmung"” ( siehe Kapitel
3.4.2 ) die beobachteten Bahnstilicke mit ausreichender Genauigkeit
durch die nach (8la) und (83f) resp. (83h) definierten Polynome
approximieren lassen .

- Die Methoden 2.1 und 2.2 unterscheiden sich nur in der Ldsungsart
des nicht-linearen Gleichungssystems (83f) . Man bestimmt also nach
beiden Methoden im wesentlichen dieselben Approximationspolyncme .

*) Die Fdlle , filir die dies nicht stimmt , erkennt man in Tabelle 6 anhand
der sehr langen Rechenzeiten .



Tabelle 5a

Ty = Periheldurchgangszeit

->
Maximale Fehlerbetrdge in den Komponenten von r(t) , tEEIk,

T
Hk q= 5 q= 7 q-= 0
40 .0 2:10°1%/9.10°° 7410715721071 1.10718 /10107 2F
80 11078 /6-1077 2.10°12/4.10° ! 2.10716/3.1071°
120 2:10°7 /7.10°¢ 5410 *1/1.107° 9.1071%/2-107%¢
40 .2 1100 /4000 7-100%/2.1001° 510 0 /10
80 7-107 /3-10_ 2:10_° /4-207° 5+10_ “/1+107
120 8-10 © /310 4-10 ° /1-10 3410~ /6+10
40 .4 2-10] /9-10_° 6-10_)°/2+10_" 210 2% /4+107"
80 2+10_" /6+10_ 210_. /3-10__ 210 /4-10
120 2:10 ' /6+10 ° 310 ° /8-10 8+10 ° /2-10
40 .6 1-100° /4-1000  1-1077 /3.100°  2:100) /3-107
80 6-10 " /2-10_ 2:1077 /5-10_ 1-10_° /2:107,
120 5.10 ° /1-10 ' 3-107° /7-10 3.10 " /7-10
40 .8 3-1077 /6-10_° 2:107% /4-10_ 2:10_7 /4+207;
80 7-10_ 7 /4-10_ 8+107° /1-10_ 2:10_ /4+10_
120 3.10 ' /8.10°" 6:107% /510 210 ° /2-10
Tabkelle 5b
T, = Apheldurchgangszeit
B e Maximale Fehlerketrdge in cen Xomoonenten von ;(t) ’ t.EIk,
1]
* qg=35 q=7" q=29
40 .2 1-107!°/4-107° 9:1071%/2.107'%  3-1071¢/3-1071°
80 7-10_° /3-1077 2-10712/5-10711  3-10716/5.1071°
120 8+10"° /3-10° 6+10"11/1+107° 1-1071%/3.1071°3
40 .4 2:10°11/8.10"'°  6-10-!%/1-10-'%  4:107'%¢/4-1071°
80 1-107° /6-10~° 1-.1071%/3-10-1!  1-2071%/2-307)°
120 24108 /6+10~7 4+10711/9.1071° 6+1071%/1-10712
40 .6 2:10"11/6-1071° 6+1071%/1-207%" 5¢1071%/5.1071°®
80 1-107° /4-10"° 1-10713/3.10712 5+1071€/2-1071°
120 1-107% /4-1077 3+10712/7-1071! 6-1071%/1-10713
40 .8  2:107%/9.207'°  2.107!%/5-107'%  6°1071°/6-1071°
80 1-10% /6+10"° 6-107'%/1-1071  6-10718/5.1071°
120 2:107° /6+1077 1-10711/3-1071°

2.1071% /310713

In den Tabellen 5a , 5b bezieht sich die erste Zahl auf die Methoden
2.1 und 2.2 , die zweite (nach dem " / " ) auf die Methode 3.2 .
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Tdbellen 64 , 6b

a.) Ty = Periheldurchgangszeit

:x e Rechenzelten (sec) Anzahl Aufrufe von DFRIV Anzahl Aufrufe von MATP
' Au"m.v QN.N q=9 q=5 Q"..N q=9 q=75 gqg=7 q=9
40 .0 4/ 2/ 2 10/ 4/ 2 21/ 7/ 1 10/24/12 14/30/10 18/40/20 8//12 12//10 16//20
80 4/ 2/ 3 10/ 5/ 3 21/ 8/ 8 10/28/16 . 14/42/14 18/48/24 8//16 12//14 16//24
120 4/ 3/ 4 10/ 5/ 4 31/ 9/10 10/32/22 14/42/16 27/56/32 8//22 12//16 24//32
40 .2 4/ 2/ 2 10/ 4/ 3 21/ 8/ 8 10/24/14 14/36/12 18/48/24 8//14 12//12 12//24
80 4/ 3/ 3 10/ 6/ 4 42/10/10 10/32/20 14/48/16 36/64/32 8//20 12//16 36//32
120 6/4/3 10/6/4  53/10/11  15/40/24  14/54/20  A5/64/36 12//24  12//20  40//36
10 .4 4/ 2/ 3 10/ 5/ 3 21/ 8/ 9 10/28/16 14/42/14 18/42/14 8//16 12//14 16//28
80 8/ 3/ 4 10/ 7/ 4 32/11/12 20/40/26 14/60/18 27/72/40 16//26 12//18 24//40
120 6/ 4/ 5 15/ 7/ 5 53/13/12 15/48/32 21/60/22 45/88/40 12//32 18//22 40//40
40 .6 6/ 3/ 4 10/ 6/ 1 21/10/10 15/40/24 11/48/18 18/64/32 12//24 12//18 16//32
80 10/ 4/ 6 20/ 8/ 6 32/13/12 25/52/36 28/72/26 27/88/40  20//36 21//26 24//40
120 10/ 5/8 - 25/ 9/ 6 43/14/15 25/68/50 35/78/26 36/96/52  20//50 30//26 32//52
40 .8 10/ 5/ 8 25/ 8/22 42/56/15 35/72/100 36/400/52 36/400/52 20//46 36//100  32//52
80 8/17/ 7 25/11/ 7 42/20/57 20/200/42  35/102/34 36/136/200 16//42 36//34 32//200
120 10/ 7/ 6 25/15/11 53/23/29 - 25/92/38 35/138/52 45/160/100 20//38 30//52 40//100
b.) Te = Apheldurchgangszeit
40 .2 4/ 2/ 2 10/ 4/ 3 21/ 1/ 1 10/20/10 14/30/10 18/40/20 8//10 12//10 16//20
80 4/ 2/ 3 10/ 4/ 3 21/ 8/ 8 10/21/14 14/36/12 18/48/24 8//14 12//12 16//21
120 4/ 3/ 3 15/ 5/ 3 21/ 9/ 9 10/32/18 21/42/14 18/56/28 8//14 18//14 16//28
40 .4 4/ 2/ 2 10/ 3/ 2 10/ 6/ 6 10/20/10 14724/ 8 9/32/16 8//10 12// 8 8//16
80 4/ 2/ 3 10/ 4/ 3 21/ 1/ 17 10/24/14 14/30/12 18/40/20 8//14 12//12 16//20
120 4/ 2/ 3 10/ 4/ 3 21/ 8/ 8 10/28/16 14/36/14 18/48/24 8//16 12//14 16//24
40 .6 4/ 2/ 2 10/ 3/ 2 21/ 6/ 6 10/16/10 14/24/ 8 18/32/16 8//10 12// 8 16//16
80 4/ 2/ 2 10/ 4/ 3 2171/ 7 10/24/12 14/30/12 18/40/20 8//12 12//12 16//20
120 4/ 2/ 3 10/ 4/ 3 21/ 8/ 8 10/24/16 14/36/12 18/48/24 8//16 12//12 16//24
40 .8 4/ 2/ 2 10/ 3/ 2 21/ 6/ 6 10/16/10 14/24/ 8 18/32/16 8//10 12// 8 16//16
80 47 2/ 2 10/ 4/ 3 21/ 1/ 7 10/20/12 14/30/10 18/40/20 8//12 12//10 16//20
120 4/ 2/ 3 10/ 4/ 3 21/ 8/ 7 10/24/14 14/36/12 18/48/20 8//14 12//12 16//20

In den Tabellen

6a , 6b bezieht sich die erste Zahl jewells auf die Methode 2.1 , die zweite auf die Methode 2.2

und die dritte auf die Methode 3.2 .
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Aus diesem Grund kénnen die Resultate fiir die Methoden 2.1 und 2.2

in den Tabellen 5a , 5b zusammengefasst werden .

Es ist nicht zu libersehen , dass ganz allgemein die Methoden 2.1 ,

2.2 der Methode 3.2 an Genauigkeit tiberlegen sind ( in unserem Bei-
spiel ist 3.2 um 1 - 2 Zehnerpotenzen schlechter ; dies diirfte sich
auch bei andern Aufgaben bestdtigen ) .

Die Polynomgrade g =5 , 7 , 9 wurden gewghlt , um die Methode 3.2

direkt mit den {ibrigen Methoden vergleichen zu kdnnen .

Mit einer Ausnahme ( Methode 3.2 , g = 7 ) galt ( siehe (B5.1a) )

Stets : + + + .
To ¢{tl<'1't1('2’...’tk',q‘l} (85.16)

Man sieht , dass sich diese Tatsache keineswegs negativ auf die
Rechengenauigkeit auswirkt . ( Es wirkt sich hingegen negativ auf die
Rechengeschwindigkeit aus ) . .

Die wichtigste , die Prdzision limitierende Grisse ist die Exzentri-
zitit e . In der Nihe des Aphels unterscheiden sich zwar die erreich-
ten Genauigkeiten ( in Abhingigkeit von e) nur wenig , dafiir ist die-
cer Unterschied in der Nghe des Perihels ( Tabelle S5a ) umso deutli-
cher . : ‘

Nach (84) erwartet man von der Halbierung des Intervalles Iy eine
Verminderung der Fehler um einen Faktor 23! ; in den Tabellen 5a,b
findet man dies ungefdhr bestitigt . Die Reduktion der Intervallénge
( bei gleichbleibendem Polynomgrad q ) ist also ein dusserst wirksa-
mes Mittel zur Steigerung der Rechengenauigkeit .

Die andere Methode , die Genauigkeit zu steigern , besteht darin ,
den Polynomgrad g ( bei gleichbleibender Intervallinge ) zu erhdhen .
Ganz allgemein hat die ErhShung des Polynomgrades bei Bahnen kleiner
Exzentrizitit — jedenfalls in der Ndhe des Perihels - den wesentlich
grosseren Effekt als bei den Bahnen mit gr¥sseren Exzentrizitdten .
2ls Halbachse haben wir stets a = a, = 2.7 A.E. angenamen . Die
Resultate kdnnen auf beliebige Halbachsen {bertragen werden , wenn
man die Intervalldngen durch

B, (@) =(/a)) /28, (@) (B5.17)
ersetzt .

den Tabellen 6a , 6b

Tnnerhalb der einzelnen Methoden steigt der Rechenaufwand

a.) mit der Erhdhung des Polynorgrades

b.) mit der Vergrdsserung der Intervallénge .

Die in den Tabellen 6a , 6b zusammengestellten Rechenzeiten sind
charakteristisch fiir die Aufgabe (B5.1) ( und selbstverstindlich fir
den verwendeten Rechner ) . (BS5.1l) zeichnet sich dadurch aus , dass
die Berechnung der Funktionen £(..)| , Pg(..) ( Subroutinen LI ,
MATP ) sehr wenig Zeit in Anspruch nimmt . In den meisten Féllen

ist das Gegenteil der Fall . Daher wurden zusitzlich die Anzahl der -
aufrufe der Unterprogramme DERIV , MATP tabelliert . Bei den meisten
Problemen bestimmen diese Grdssen im wesentlichen die Rechenzeit .

Bei der speziellen Aufgabe (BS5.1) ist 3.2 die schnellste , 2.1 die
langsamste Methode .

Das kaxmt davon , dass bei 2.1 bei jedem Iteraticnsschritt eine Matrix
der Dimension (2°(g-1))*(2+(g-1)) invertiert werden muss , wdhrend bei
2.2 , 3.2 nur einmal eine Matrix der Dimension (g-1)x(g-1) ( vor dem
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eigentlichen Iterationsprozess ) invertiert werden muss ( siehe (90),
(89b) resp. (92),(92b) resp. (94),(94b) ) .

- Vergleicht man die Methoden 2.1 und 2.2 ( die ja im wesentlichen die-
selben Resultate liefern ) , so bemerkt man , dass zwar in unserem
Beispiel die Rechenzeiten eindeutig fiir 2.2 sprechen , dass aber die

' Anzahl der Funktionsaufrufe ( flir DERIV + MATP ) ebenso eindeutig fiir
2.1 sprechen . "

Die Wahl der Methode ist also stark problemabhingig .

= Die verlangte Genauigkeit ( siehe (B5.13) ) ist fiir die Beispiele in
Tabelle 5a stark libertrieben . Man h8tte vergleichbare Resultate er-
halten , wenn man €, vier bis fiinf Zehnerpotenzen grisser gewdhlt
hdtte . Dadurch widren in Tabelle 6 sowochl die Rechenzeiten als auch
die Anzahlen der Funktionsaufrufe stark reduziert worden . Sehr deut-
lich f&llt diese Reduktion der Funktionsaufrufe insbesondere bei der
Methode 2.1 aus .

2,3,1.2 LoKALE L6SUNG DER LINEAREN ANFANGSWERTAUFGABE

Im Prinzip kdnnten die np Anfangswertaufgaben (74) mit irgend-
einer der im letzten Kapitel entwickelten Methoden gel&st wer-
den - niemand kann uns schliesslich zwingen , die Linearitédt
der Differentialgleichungssysteme (74a) auszuniitzen .

Bei der Methode 3.2 wilirde dies freilich bedeuten , dass die .

Ableitungen zzl(n+l)

von (74a) ausgehend analytisch berechnet
werden miissten , eine - in Anbetracht der Definition der Matri-
zen Pi(t) , 1i=0,1,..,n-1 ( siehe (54a) ) - eher milhsame Ange-
legenheit . Aus diesem Grunde werden wir die Ldsungsmethode

3.2 zur L&sung der Aufgaben (74) nicht in Betracht ziehen .

Die Methode 2.2 ( siehe (91),(92), (92a,b) ) kann ohne weiteres
zur Integration der Gleichungen (74) verwendet werden ; man hat
. lediglich die Funktion fl zu ersetzen durch die Funktionen

( siehe (73a) , (74a) ) |

£, ngl P AR
= § P (t) ez + {f (100)
Lo ymg B X Py

Programmtechnisch bedeutet dies , dass in der Subroutine DERIV
( siehe Tabelle 4 ) die Funktionen EQI an Stelle von f| zu be-
rechnen sind

Die Matrizen Pi(t) 1= Pi(t,y|,..,y](n_l)), i=1,2,..,n-1 ( sie-

he (54a) ) miissen bei der LOsung von (74) als bekannt vorausge-

setzt werden , was bedeutet , dass (73) schon geldst worden ist .
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Dass im Ansatz (80b) ein von g verschiedener Polynomgrad q'
verlangt wird , st8rt nicht , da in der Subroutine LOKA21

der Polynomgrad g sowieso eine wdhlbare (Eingabe-)Variable

ist .

Die in 2.3.1.1 entwickelten L®sungsverfahren 2.1 und 2.2 unter-
scheiden sich lediglich in der Methode der Ldsung des Glei-
chungssystems (83f) ( siehe Iterationsprozesse (90) , (92) ) .
Bei der Ldsung der £ - ten Aufgabe (74) ist (83f) wie folgt

zu ersetzen (g — q' , t f[ — £ ) s

N |

k'3 ! 9
(n) "3t . (i) |

)t =] P ()2 (t'. ) | T TR N

2oy
Lk i=0 37 7Py

j = lrzr---lQ'+l;n {101)

Setzt man den Ansatz (80b) in (10l1) ein , erkennt man leicht ,
dass (101) zu einem linearen Gieichungssystem in den EZk'il ’
i = n,n+l,...,q" wird ( die ersten n Koeffizientenmatrizen
sind schon nach (81b) bestimmt ) .

Dieses lineare Gleichungssystem k&nnen wir - in Analogie zu

(90) - wie folgt schreiben :

Lk'.zlk" = ngll 4 l = 1'2""rnp (102)

Die Definition von Lk' ist identisch mit der Definition von
Lk‘ in (89b) , wenn man nur dort Uberall den Index J weg-
lisst und g durch g' ersetzt . '

Die ilibrigen Matrizen in (102) sind analog zu den Matrizen in

(90) definiert :

Logr = UZgqvprZgipgyreeorZppigr ) (102a)
ggk' = ( gg’k|1lgzk|2]---Ig2k|q|+1_n) (102b)
.o =  + :
Wobei : glk'jl' {f(tk'j)l}pQ +
n-=1 n-1 .
+ i! i=-k
+ 1 P otelv Dl o (t £ )7z,
koo KOK'I o (k) '3 k! 2k
j=1,2,...,9'+1l-n (102c)
j=-1 .
*) tk ] = tgl + é%:H.Hk' ' J=lr21---rq.+1-n (101a)
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(90) und (102) unterscheiden sich also im wesentlichen in den
rechten Seiten und in der Tatsache , dass (102) ohne Itera-
tionsprozess geldst werden kann .

Damit haben wir bereits alle Formeln bereitgestellt , um

die Anfangswertprobleme (74) ( lokal ) nach der - fiir linea-
re Systemé modifizierten - Methode 2.1 zu l8sen .

‘Sehr wichtig ist die Tatsache zu werten , dass die Matrix Lk'

unabhidngig vom Index 2 ist . Das bedeutet , dass bei der nu-
merischen Integration von (74) nur ein malAdie Matrix Lk'
berechnet und invertiert werden muss .

Die L&sung der np Aufgaben (74) besteht dann nur noch darin ,
flir jedes 2 = l,2,...,np die Matrizen gzk,lzu berechnen und

die folgende Matrizenmultiplikation auszufiihren :

-1
Zlk'l = (Lkl) 'g2k1| ¢ b= 1121---rnp (103)

Die Funktionen zz(t)| ( und allenfalls deren Ableitungen )
werden "nur" zur Berechnung der sowieso linearisierten Fehler-
gleichungsmatrix AI ( siehe (29d) ) bendtigt . Daher miissen .
diese Funktionen l&ngst nicht mit derselben Genauigkeit appro-
ximiert werden , wie die Funktionen y(t)| . ( Kleine Fehler »
in den Ezk'(t)[ schlagén sich in einer unwesentlichen Reduk-
tion der Konvergenzgeschwindigkeit des Prozesses (66) resp.
(67) nicht aber im Resultat der Parameterbestimmungsaufgabe
nieder ) . .
Dieser Tatsache kann auf verschiedene Weise Rechnung getragen
werden : »

- In (80b) wird der Polynomgrad q' kleiner als in (80a) ge-

wdhlt :

q' < g (104a)

- Die Variablen Egk'l und die zugehdrigen Koeffizienten Elk'i'
i=20,1,...,9' kSnnen durch Einfachprdzisionszahlen darge-
stellt werden .

: _ ‘ (104Db)

- Sind die Prim&rgleichungen nach der Meﬁhode 2.1 geldst wor-
den , setzt man zunéchét g' = g und approximiert die Matrix

(|_k,)-1 wie folgt :
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J*

(o™ = n™ (104c)

D.h. die in (102) auftretende Matrix wird durch die in (90)
beim letzten Iterationsschritt berechnete Matrix_LgT approxi-
miert . Mit dieser Massnahme erspart man sich sogar die Inver-
sion der Matrix Lk,.bei der Integration von (74) !
Anschliessend steht es uns natiirlich frei , den Polynomgrad q'

angemessen zu reduzieren .

In Anbetracht dieser engen Verwandtschaft zwischen der L&sung
der Primidrgleichungen und der zugehdrigen np Variationsglei-
chungssysteme wurde zur Ldsung von Problemen der Art (99) eine
Subroutine LAPV21 ( lokale L&sung von Anfangswertproblemen
(99) ( Primidrgleichungen ) sanmt np zugehérigen.yariationglei-
chungssystemen ) erstellt . Diese ist - zusammen mit der von

LAPV21 bendtigten Subroutine DFDPL - in Tabelle 7 beschrieben :

Tabelle 7

Unterprogramme zur L3sung von lokalen Anfangswert-
problemen der Art (99) samt Variationsgleichungen

Name Kurzbeschreibung

LAPVZl Lokale L&sung von Anfangswertproblemen (99)
nach der Methode 2.1 . Zusdtzlich L&sung von
np zugeordneten Variationsgleichungssystemen
nach (103) , wobei die N&herung (104c) beniitzt
wird . Die Variationsgleichungen werden in
Einfachprédzision geldst . Als Resultat erhdlt

man die Koeffizienten

k‘ yk, |, i=n,n+1,..,q ,
Hi,'ézk,i|,1=n,n+l,..,q , 2=l,2,...,np
q's q

DFDPL Berechnung von {f(t)[} fiir die Parameter vom

Typ 2 ( siehe Tabelle 1 ) .
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Der erste Teil des Programms LAPV21l ist im wesentlichen iden-
tisch mit LOKA21 ( siehe Tabelle 4 ) . Im zweiten Teil werden
die Matrizen gzk,l ( siehe (102) , (102b) ) berecEnét ( dazu
wird die Subroutine DFDPL g+l-n mal durchlaufen ) 2 und die
Matrizenmultiplikationen (103) werden ausgefihrt .
Bemerkenswert ist es , dass dieser zweite Programmteil weder
die Subroutine DERIV noch die Subroutine MATP ( die gemdss

Tabelle 4 definiert sind ) aufruft .

In dieser Arbeit werden wir in den als Anfangswertaufgaben
formulierten angewandten Parameterbestimmungsbeispielen aus-
schliesslich die Subroutine LAPV21 verwenden . Das bedeutet
aber nicht , dass dieses Vorgehen unter allen Umst&nden das
wirtschaftlichste ist ; es ist aber von der Programmstruktur

her gesehen bestimmt das einfachste .

2.3,2 D1e LOKALE RANDWERTAUFGABE

Bei diesem Aufgabentyp wird angenommen ,bdass sdmtliche den
Randwerten zugeordneten Zeiten ( Epochen ) Ti ' i=l,2,...,n
( siehe (73c) , (74c) ) in ein und demselben der in (76a,b)
definierten Teilintervalle liegen :

T, € I, , k'€{1,2,...,m} (105)

Wir verwenden dieselben Ansdtze (76c¢) £lir die approximieren-
den Funktionen , wie bei den lokalen Anfangswertaufgaben .
Ebenso werden die Bedingungsgleichungen (83f) resp. (101) un-
verdndert lUbernommen . Die wesentliche Aenderung gegeniiber
der Anfangswertaufgabe beéfeht darin , dass die Gleichungen
(8la) resp. (8lb) durch die folgenden Relationen ersetzt

werden miissen :

?kl (Tl)l = i;lil ’ i=1,2,...,n ) (106&)

Ezk,(Ti)l= ERk'il' i=1,2,...,n., 2=l,2,...,np (106b)

Setzt man die Ansitze (76c) in (106a,b) ein , erkennt man
leicht , dass (l06a,b) lineare Systeme von je n Matrizenglei-

chungen in den Koeffizientemmatrizen yik', resp. ilk'il ,

*) falls {liberhaupt Parameter vom Typ 2 vorhanden sind ...
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i=0,1,...,9 resp. q' , 2=1,2,...,np darstellen .

Es ist also bei den lokalen Randwertaufgaben nicht m&gleich ,
die ersten n Koeffizienten wie bei der Anfangswertaufgabe

( siehe (8la,b) ) a priori anzugeben . Vielmehr miissen die
Gleichungen (106) zusammen mit den Gleichungen (83f) resp.
(83h) resp. (101) ( bei linearen Systemen ) zu einem einzigen
Gleichungssystem vereinigt werden , das man dann im wesentli-
chen nach den in den Xapiteln 2.3.1.1 , 2.3.1.2 Methoden l&sen
kann .

Im folgenden beschrédnken wir uns darauf , die'Lésungsalgorith-

men - ohne die schulmidssige Herleitung - anzugeben :

Nicht-lineare lokale Randwertaufgaben

Methode 2.1 : Gleichungssystem (83f) , (106a)

Die Gleichungen (83f) werden - genau wie in (87) - schulmédssig
linearisiert ; es resultiert , in Analogie zu (90) , ein Ite-
rationsprozess , dessen J-ter Schritt durch das folgende Matri-

zengleichungssystem charakterisiert wird

J T+l J
Lk,R-Yk,RI = gk,Rl , J=1,2,...,J% (107)
. oJ+1 - - -
Wobei : Yk'R 1= ( Fragr¥prgrer o ¥eg ) (107a)
I J J J )
g T 0¥y pr¥y0reeor¥1nr9pirr 9% 2R " "Ik 'g+1-n,R
(107Db)
n-1
_J _ J T, + ()
Iryrl = Firgl 220 Poy T () | (107¢)
AT, =T, - t , i=1,2,...,n (1074)
i k;
E IATl.Eillllll(ATl)q'E
E ATy EL i, T E
F AT _-E (at )9-E
J , £ vt 28 s 2 .
Ler= [0 Bl g " (107e)
kl,lo' kl’llllllll k',lq
|J L] lJ
Lkl’q+l_n'olllll|lILk1’q+l_n,q
L -
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J i-2 J '
Loys, = Z ——eAt],. - PS. , 1=0,1,..,n-1 (107f)
k'ji (l 2) k'] 23 j=1,2,...,q+1l-n .

Die {ibrigen in (107..) verwendeten Sysmbole sind in (86..) und
(88a) definiert .

Methode 2.2 : Gleichungssystem (83f) , (l06a)

GelOst wird also das gleiche System wie bei der Methode 2.1 .
Dabei werden die Gleichungen (83f) nicht schulmdssig , sondern
nach (91) linearisiert . Als L&sung erhdlt man wiederum einen
Iterationsprozess , dessen J-ter Iterationsschritt durch das
folgendebMatrix-Gleichungssystem ( vergleiche (92) ) charak-

terisiert ist

v*J+1_ ~J '

S,
Wobei : Yk?Rl eine Matrix mit g+1 Zeilen und d Kolon-

nen , deren i+l-te Zeile mit §k'i identisch

ist .

Fi'R ist eine Matrix mit g+l Zeilen un d Kolon-

nen . Dabei sind die ersten n Zeilen identisch {(108a)
"mit den Matrizen Yy * i=1,2,...,n ( siehe

(73c) ; Die letzten g+l-n Zeilen sind identisch

mit den Vektoren fk' ¢ 3=1,2,...,9+1-n" { siehe
(86e) ) .
und :
B -1
1,AT1,..,A§1 ATl,...,uTil
l,ATz,..,A ATZ,...,AT‘
S A n-1 q
M’ 'R - 1 L‘Tn’ --,ATn ,ATn'---, ATn ] (108b)
K 0,0 7 o o O r

: M.
0’0 . ? ooy 0 (4 k

Dabei ist in (108b) Mk' nach (92b) defﬁniert , die ATi,i=1,2,

..,n sind durch (107d) gegeben .
Methode 3.2 : Gleichungssvstem (83h) , (106a)

Auch dieses Gleichungssystem wird iterativ geldst . In Analo-

gie 2zu (94)>erhélt man :

SxJ+1 J -
Mevg Yern = FLv o 3=1,2,...,3% (109)
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o y*J+1 . -
Dabei ist Yk'R schon in (108a) definiert worden .
Die Matrix MQ'R unterscheidet sich von Mk'R nur
dadurch , dass in (108b) an Stelle von Mk' die
nach (94b) definierte Matrix M!, zu verwenden
ist .
J (109a)
FL'R ist eine Matrix mit g+l Zeilen und 4 Kolon-
nen , deren n erste Zeilen identisch mit den n
J,g sind ( siehe (108a) ) ,

deren letzte g+l-n Zeilen dagegen sind identisch

ersten Zeilen von F

mit der in (94a) definierten Matrix Féq .

Initialisieren

Die durch (107) resp. (108) resp. (109) charakterisierten
Iterationsprozesse miissen initialisiert werden . Diese
Initialisierung muss sich von der in (95) gegebenen Ini-
tialisierung der Anfangswertaufgaben unterscheiden , da
die Vektoren inl , i=1,2,..,n-1 nicht gegeben sind .
Hingegen kann man immer ein Polynom (n-1l)-ten Grades
definieren , das die Bedingungen (73c) erfiillt ( besser
fiir jede Komponente ... ) .

Bei speziellen Differentialgleichungssystemen der Art

vl ™ = £y | (110)

kann man als erste Ndherung sogar ein

Polynom vom Grad 2-n-1 angeben :
2°n-1

y*(e)| =] v

. i
i=0

Dabei sind die Koeffizienten durch die folgenden Gleichungen

i (110a)

'(t-tk;)

definiert :

= (n)
y*(r) =yl y* (T |

= f(Ti,yliI)l ,i=1,2,..,n
(110b)
Die Iterationsprozesse (107),(108), (109) werden dann durch
yk,i] = y;{ , i=0,1,...,2en-1
Vis.| = 0 , i=2+n,2*n+l,...,q

(110c)

ki
gestartet .

Bei allgemeineren Aufgaben ist y*(t)| nur vom Grad n-1 , die

Koeffizienten sind durch (110b)l definiert .
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Abbruchkriterien

Die Abbruchkriterien (97) k&nnen sinngemidss libernommen wer-

den .

Lineare lokale Randwertaufgaben

Sinngemdss gilt das gleiche , wie bei der LOsung der linearen
Anfangswertaufgabe : Es lassen sich alle drei Methoden 2.1 ,
2.2 , 3.2 zur L&sung der np linearen Randwertaufgaben (74)
verwenden . Allerdings gilt auch hier , dass die Methocde

3.2 verlangt , dass die-zzk,i(n+l) analytisch.berechnet wer-
den miissen , was bei einigermassen anspruchsvollen Aufgaben
eine milhsame Angelegenheit ist . Daher schenken wir in diesem
Zusammenhang der Methode 3.2 keine Beachtung .

Unverdndert kann die Methode 2.2 {ibernommen werden , wenn

man nur g durch g' ersetzt .

Die Methode 2.1 ldsst sich - analog zu (102) - durch die

folgende Matrix-Gleichung beschreiben :

-~

Lorr Zogrr!™ Sueorl 0 2710200 00mg (i)

Wobei flr £=1,2,...,nO :

Lovie 25 C 20 vhrZoyyqresnrZogyy ) (111a)
tk'R 0k'0’%ek'1 2k'g
o= o '
Ipprr T 2211'Z£12'"'zlln'{f(tk'l)}pQ""'{f(tk'c+l—n}pQ)
L=1,2,...,n (111b)

Die Matrix Lk'R ist nach (107e) definiert ( g durch g' er-
setzen , Iterationsindex J weglassen ) .

Wichtig ist auch hier , dass die Matrix Lk'R vom Index 2 un-

abhdngig ist . Das bedeutet , dass man zur Ldsung der np Rand-
wertaufgaben (74) nur ein mal die Matrix Lk'R zu invertieren

hat . Die LOsung der np Aufgaben besteht anschliessend nur

noch aus den folgenden Matrizenmultiplikationen

v -1, -
ZQk'R; - (Lk'R) gﬁk'Rl ’ z‘_llzl"'lnp (112)

Die Ldsungen der Randwertaufgaben (74) werden lediglich zur

I
Berechnung der Matrix-Elemente A~ bendtigt . Daher kommt man
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bei den Funktionen z (t) | mit einer geringeren Genauig-

'
keit aus als bei denzgunktionen ey | .

Diesem Umstand trdgt man - genau wie bei der L&sung der An-
fangswertaufgabe - durch (104a) , (104b) und , £falls (73) mit

‘Methode 2.1 geldst wurde , durch (104c) Rechnung .

- In diesem Fall ist es auch glinstig , eine Subroutine LRPV21
zu schreiben , in der die Randwertaufgabe (73) und die np
Randwertaufgaben (74) in einem Zug geldst werden .

( In LRPV21 steht L fir lokal , R fiir Randwertproblem ,

P fiir Primdrgleichungen V flir Variationsgleichungen und
21 schliesslich £dr Methode 2.1 ) .

Diese und weitere Subroutinen zur L&sung von lokalen Rand-
wertaufgaben sind in Tabelle 8 beschrieben . Einfachheits-
halber beschrdnken wir uns hier auf die folgenden Aufgaben :

(2) _ /.. - =
yI 7% = feiyh s v @D =y b (@] = v, (113)

Tabelle 8

Subroutinen zur L&sung von lokalen Randwertauifga-
ben der Art (113) '

Name Rurzbeschreibung

INITR Initialisieren der Iterationsprozesse (107) ,
(108) resp. (109) nach (110a,b,c) .

LOKR21| Iterative L&sung der Gleichungssysteme (83f)
LORR22| +(106a) resp. (83h)+(106a) nach (107) , (108)
LOKR32| resp. (109) . Als Resultat erhilt man in allen
3 Fdllen : |

Hg,'§k,ii, i=0,1,...,9
Als Abbruchkriterien dienen (97a,b,c) , wobei
bei Methode 2.1 (97a) nur filir j=(g-1)/2 ge-
prift wird .

LRPV21| Lokale LOsung von Randwertaufgaben (113) nach

| der Methode 2.1 . Zusidtzlich Ldsung von np

zugeordneten Variationsgleichungssystemen (74)
. -1 J*¥ (-1

nach (113) , wobei (Lk'R) = (Lk'R) .




Einige Bemerkungen zu Tabelle 8

- In INITR wird zusdtzlich gepriift , ob die Epochen Ti p
i=1,2,..,n mit einem der in (83f) resp. (83h) verwendeten
Teilpunkte identisch sind . Trifft dies zu werden Indices
gleich 1 gesetzt und den Subroutinen LOKR.. libergeben ,
was zu einer Reduktion der Rechenzeiten fiihrt . '

- Problematisch ist auch hier die in den Abbruchkriterien
(97) gebrauchte Grdsse € . Man weist aber leicht nach ,
dass flir die speziellen Probleme (113) die Abschdtzung
(B5.10) fiir alle Methoden ( 2.1 , 2.2 , 3.2 ) iibernommen

werden darf :

e = e9/(10°HE,) , q < 14 , Methoden 2.1,2.2,3.2  (114)

Dabei ist £, ( siehe (B5.4) ) der maximale in den Kompo-
nenten des L¥sungsvektors y(t) | tolerierte Fehler .

- Zur L&sung von Randwertproblemen werden zusdtzlich zu den
Programmen der Tabelle 8 die in Tabelle 4 beschriebenen
Unterprogramme SETDT , YPOL , HILF gebraucht .

Vom Programmbeniitzer zu schreiben sind die probléﬁspezifi—
schen Untefprogramme DERIV , MATP ,>DFDTP ( siehe Tabelle 4 )
sowie DFDPL ( siehe Tabelle 7 ) . Dabei ist DFDPL nur dann
zu programmieren , £falls LRPV21 gebraucht wird , und falls
Parameter vom Typ 2 zu bestimmen sind

- Die Subroutinen LOKR21 , LOKR22 , LOKR32 haben ungefdhr
den Umfang der in Beispiel 5 wiedergegebenen Subroutine
LOKA21 ; LRPV21 dagegen ist ca um 1/3 ldnger . Die Sub-
routinen und die zugeh&rigen Beschreibungen k&nnen auf
Wunsch beim Autor bezogen werden . Wir verzichten daher
darauf , an dieser Stelle eine der Subroutinen wiederzuge-

ben .

Als Illustration fiir die lokale L&sung von Randwertaufgaben
wdhlen wir wiederum das gleiche Differentialgleichungessys-

tem wie in Beispiel 5 ( Eink&rperproblem )
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Beispiel 6 : Iokale L3sung des Einkdrperproblems als Randwert-—
aufgabe mit den Integrationsmethoden 2.1 , 2.2 , 3.2

Aufgabe :
-
Gegeben : (&) = 2 —rr—~ ,k=.01720209895
- >
r(T.)= r s ' i=1'2
i (B6.1a)
TR/ T, = Rl
tk; (T, +T,)/2=0
Transformation : r(t) =Y (t)°r 11 + Yo {(t) .;12 (B6.1Db)
Mitly () DT e= (v (®) , y,(8) ) folgt : (86.1c)
) _ _,2.5l 2 .= 32 »
y| ™ = }: oS RIS a2, (@
— ° . 2 . Y e L3 .
r—(sly1+szy2+253yly2) r Sq ¢ r,°TH (B6.1)

und : (y(Tl)l)T = (1,0) , (y(Tz)l)T = (0,1) (B6.le)

q . .
- e o= e Y y—" l
Ansatz : ¥ ,(t)]: z Virglo(E tk;) (B6.1f)
Gesucht : Eine Tabelle , die die Maxima (BS5.1lb) fir g=5,7,9 ,
die Methoden 2.1 , 2.2, 3.2 , und fir
pkl = AO F 80 r 120 Tace entkl‘a:]—t -

Die Vektoren r1 ,i=1,2 sind so zu wdhlen , dass sie

elliptischen Bahnen mit Halbachsen a=2.7 A.E. und
Exzentrizititen e = .0,.2,.4,.6 und .8 entsprechen .
tk' , der Mittelpunkt des Intervalles Ik' sei ein-

0 -

mal identisch mit der Periheldurchgangszeit , einmal
mit der Apheldurchgangszeit .

Bemerkungen zur Aufgabe (B6.1)

~ Das Differentialgleichungssystem ( siehe (B6.1d) , (B5.1%) ) ist
formal identisch mit dem Differentialgleichungssystem von Aufgabe
5 . Das bedeutet , dass die Subroutinen DERIV , MATP , DFDIP von
Beispiel 5 unverdndert lkerncmmen werden konnen .

-~ Selbstverstindlich haben die S11S5155 und somit die Ldsungsvektoren

y(t)] in den Beispielen 5 , 6 verschiedene Bedeutungen .
In Beispiel 5 sind die Komponenten von y(t)| identisch mit den in
der Literatur wohlbekarnten Funktionen F(t) , G(t) ( siehe z.B.
{K.Sturpff,Bd.I,8§40} ) , in Beispiel 6 sind sie icentisch mit den
bei der Gauss'schen Bahnbestimmung verwendeten Funktionen ny (t) .
i=1,3 ( siehe z.B. {K.Stumpff,Bd.I,§79} ) . 14
- In Beispiel 5 haben wir €4 ( s1ebe (85.4) , (B5,13) ) gleich 10~
gesetzt ; wir haben anschliessend gesehen , dass dies flir die meis-

ten Beispiele - in Anbetracht der mit dem Ansatz (B6. 1£f) erreichbaren
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Genauigkeiten - stark Ubertrieben war . Daher beschrdnken wir uns
in diesem Beispiel auf -7

g, = 10 (B6.2)
Natiirlich miissen wir jetzt damit rechnen , dass wir in einigen Fdllen
nicht mehr mit den Takellen 5a,b vergleichbar gute Resultate erzie-
len werden ; cdafir erwarten wir einen geringeren Rechenaufwand .

Resultate ( Tabellen %a,b , 10a,b )

- Die Resultate der Methoden 2.1 und 2.2 sind nahezu identisch ; sie
konnten somit in den:-Tabellen 9a,b zusammengefasst werden . '

- Dass die Resultate in Anbetracht der verlangten Genauigkeit (B6.2)
fast "zu qut" sind , liegt an der sehr schnellen Konvercenz der
verwendeten Methoden in den glinstigen Fdllen ( Aprroximaticn im
Aphel , kleine ExzentrizitdtentApproximation im Perihel ) .

- Vergleicht man die Tabellen 9a,b mit den Tabellen 5a,b , stellt man

fiir Fehler 2> 10 10 _ mit zwel weiter unten diskutierten Ausnahmen -
eine sehr gute Uebereinstimmung fest . Diese Uekereinstimmung wdre
praktisch vollkommen ( auch fir die kleinsten Fehler ) , wenn wir
als Genauigkeit (B5.13) und nicht (B6.2) geforcert hdtten .

Von der Qualitit der Approximation her gesshen ist es also unerheb-
lich , ob eine Aufgabe als Anfangs— oder als Randwertaufgabe formu-
liert wird .

- Durch Verwendung von (B6.2) an Stelle von (B5.13) erreicht man - vor
allem bei Bahnen mit kleinen Exzentrizitdten und bei den Approxima-
tionen im Aphel - eine betrédchtliche Reduktion der Rechenzeiten .

So ist beispielsweise bei der Methode 2.1 in Tabelle 10b die Anzahl
der nStigen Iterationsschritte beim Prozess (107) irmer =1 () .

Im tGbrigen ist nicht zu {libersehen , dass der Rechenaufwand pro
Iterationsschritt ( bei gleichem Polynamgrad g ) in Beispiel 6
etwas grésser ist , als in Beispiel 5 . Dies hdngt damit zusammen ,
dass bei den Randwertaufgaben die zu invertierenden Matrizen gr&sse-
re Dimension haben als bei den Randwertaufgaben .

- Schwierigkeiten stellten sich offensichtlich bei den Approximationen
der beiden folgenden BRahnstiicke ein :

e=.8 , H,= 80 (B6.3a)
t‘k , = Periheldurchgangszeit
Q

e=.8 , H, =120 (B6.3b)

Die hier erzielten Arproximationen sind wesentlich schlechter als -

in den entsprechenden Fdllen von Beispiel 5 .

Der Grund ist darin zu suchen , dass

a. durch die Problemstellung (B6.la) effektiv keine eindeutige
I8sung definiert ist , und dass

b. die Initialisierung (110a,b,c) nicht in allen Fdllen gut ge-
nug ist , um die richtige Ldsung "anzupeilen" .

Diese Schwierigkeiten werden verstdndlich , wenn wir die geametri-
sche Sitvation filir beide Fdlle (B6.3a,b) in der Bahnebene skizzie-
ren :
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Tabelle Sa
tk' = Periheldurchgangszeit

0

Maximale Fehlerbetrdge in den Komponenten veon ;(t) ’ teIk,

S
q=>5 q=7 q=29
40 .0 2-107'°/9.10°° 1-10712/2.10712  1.1071%2/2.10712
80 2:10-% /61077 1-10~% /51072 1.107° /9.107M!
120 2-1077 /6-107° 5.107'1/1.107°  9-107'%/1-107°
40 .2 1-10°% /4-1077 6-10711/2.1071° g.10711/9.10718
80 9:10~7 /2-107° 2:107° /4-107%  6-107'%/1-107!
120 1107 /3-107° 4-107°% /9-107° 3+107° /5.107°
40 .4 3-107 /9+107° 6-1071%/1-107°  2-107'%/3-107'1
80 2:107° /5°107" 1-1077 /3-10™®  2-107° /3-107°
120 2:107* /5-107° 3-107° /6-10™°  8-107° /1-107°
40 .6 1-10° /4-107" 1-1077 /2-107°  2-107° /3-107°
80 5-10_? /11072 241075 /4.107* 9-10:7 /2+1073
120 3+10°° /11077 2-107% /41073 2:10°° /4-107°
40 .8 -2:10° /51072 1-107* /2-107%  1-107° /2:107"
80 7.107 /5+10 °*)  6-107! /1410 '*) 64107 /2-1072
120 1-10 ¢ /1-10 ? 1-10 ® /1-10 °® 1-10 ° /1-10 °
Tabelle 9b
tk' = Apheldurchgangszeit -
0
-
Hk e Maximale Fehlerbetrédge in den Komponenten von r(t) , té€ Ik'
1
: q=35 q=7 q=9
40 .2 2-10"'%/4.1070 2:10"1%/3.1071%  1.107%%/7-107%°
80 1+10~% /3-10"f 1:10°11/5.107%  1.107'1/9.107%3
120 1+10~7 /3-107° 8+10"1%/1.107° 7+10"10/3.10712
40 .4 3-1071/9.1071°0 6+10"15/3.1071% 5.3107%6/2-107%2
80 2-10"°% /6-107° 0 210712/3.10711 4410713 /4-10712
120 2+107% /6-1077 6+10"11/8.1071° 2-1071!/5.10712
40 .6 2107''/ge107'° . 7-1071%/2-107'2  9.107'%/2-107%2
80 1:10~° /4-1078 8+10~'3/5.1071%2 9.107%3/2-1071°
120 21078 /4-1077 5.1071!'/6-107*!  5.107%1/2:10712
40 .8 3-107'!/9.107%° 2410715/1.107%2  9.107%6/1.10712
80 2+107° /6+1078 3¢10713/1.1071Y  5.107!3/9.107%3
2+107% /6-1077 2:107'1/3.1071°  3.107'!/1-20708

120

In den Tabellen 9a,b bezieht sich die erste Zahl auf die Methoden 2.1

und 2.2 , die zweite auf die Methode 3.2 .

*) Keine befriedigende Idsung bei Methode 3.2 .




Tabellen 104 , 10b
a.) nx. = Periheldurchgangszeit
°

99

:x e Rechenzeiten (sec) Anzahl Aufrufe von DERIV Anzahl Aufrufe von MATP

a=>5 q=17 a=9 q=>5 q=7 q=9 =5 g=7 qg=9
40 .0 3/1/1 7/ 2/ 2 13/ 4/ 5 5/ 8/ 2 7/14/ 5 9/20/ 8 5//6 7// 9 9//12
80 3/ 1/ 2 7/ 4/ 3 13/ 6/ 7 5/12/ 2 7/22/ 6 9/32/12 5//8 7//12 9//20
120 6/ 2/ 2 14/ 4/ 4 27/ 7/ 8 10/14/ 2 14/26/ 8 18/38/14 10//10 14//18 18//24
40 .2 3/1/1 7/ 3/ 3 13/ 5/ 6 5/10/ 2 7/18/ 6 9/26/10 S// 6 7//12 9//16
80 6/ 2/ 2 11/ 4/ 4 27/ 17/ 8 10/14/ 2 14/26/ 8 18/38/14 10//10 14//18 18//24
120 6/ 2/ 2 14/ 5/ 5 27/ 9/10 10/18/ 2 14/34/10 18/50/18 10//12 14//24 18//32
40 .4 6/ 1/ 2 14/ 4/ 4 27/ 6/ 7 10/12/ 2 14/22/ 7 18/32/12 10// 8 14//15 18//20
80 6/ 2/ 2 14/ 5/ 5 27/ 9/11 10/18/ 2 14/34/10 18/50/18 10//12 14//24 18//32
120 9/ 3/ 3 21/ 1/ 1 40/13/15 15/26/ 2 21/50/14 27/74/26 15//16 21//36 27//48
40 .6 6/ 2/ 2 14/ 5/ 5 27/ 4/10 10/18/ 2 14/34/ 9 18/50/18 10//12 14//21 - 18//32
80 9/ 4/ 3 21/ 9/10 40/17/20 15/34/ 2 21/66/18 27/98/34 15//16 21//48 27//64
120 13/ 8/ 3 29/19/25 58/36/41 20/72/ 2 28/142/46 36/212/70 20//18 28//132 36//136
40 .8 12/ 7/ 3 28/16/21 55/29/34 70/60/ 2 28/118/37 36/176/58 20//18 28//105 36//112
80 16/13/ 4 38/29/30 72/52/60 25/102/ 2 35/202/52  45/302/102 25//22 35//150 45//200
120 16/13/ 4 38/29/30 72/52/60 25/102/ 2 35/202/52 45/302/102 25//22 35//150 45//200

b.) t, , = Apheldurclgangszeit
)

40 .2 3/1/1 1/ 2/ 2 13/ 4/ 5 S5/ 8/ 2 7/14/ 5 9/20/ 8 S// 4 1//9 9//12
80 3/1/1 7/ 3/ 3 13/ 5/ 6 5/10/ 2 7/18/ 6 9/26/10 5// 6 1//12 9//16
120 3/1/ 2 7/ 3/ 3 13/ 6/ 17 5/12/ 2 1/22/ 17 9/32/12 5// 8 7//15 9//20
40 .4 3/1/1 1/ 2/ 2 13/ 4/ 4 5/ 6/ 2 7/10/ 4 9/14/ 6 5// 4 7// 6 9// 8
80 3/1/1 7/ 2/ 2 13/ 4/ 5 5/ 8/ 2 7/14/ 5 . 9/20/ 8 5// 6 1//12 9//16
120 3/1/1 7/ 3/ 3 13/ 5/ 6 5/10/ 2 7/18/ 6 9/26/10 5// 6 7//12 9//16
40 .6 3/1/1 1/ 2/ 2 13/ 4/ 4 5/ 6/ 2 7/10/ 4 9/14/ 6 5// 4 7// 6 9// 8
80 3/1/1 1/ 2/ 2 13/ 4/ 5 5/ 8/ 2 7/14/ 5 9/20/ 8 5// 6 7// 9 9//12
120 3/ 1/ 1 7/ 3/ 3 13/ 5/ 6 5/10/ 2 7/18/ 6 9/26/10 5// 6 7//12 9//16
40 .8 3/ 1/1 1/ 2/ 2 13/ 4/ 4 5/ 6/ 2 7/10/ 2 9/14/ 6 5// 4 7// 6 9// 8
80 3/1/1 7/ 2/ 2 13/ 4/ 5 5/ 8/ 2 7/14/ 5 9/20/ 8 5// 6 1// 9 9//12
120 3/1/1 7/ 3/ 3 13/ 5/ 6 5/10/ 2 7/18/ 6 9/26/10 5// 6 1//12 9//16
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Fiqur 3a : Ficqur 3b
1 M 12

Legende |

r : "richtige" Ldsung

f : "falsche" LSsung

li:Gegebe.ne Randvektoren ( i=1,2 )

Av : Der in der "richtigen" Bahn in der Zeit ( T2 - T1 )
ilberstrichen Winkel . Dabei gilt :

Av = 1759 in Figur 3a ,

Av = 209° in Figur 3b .

Ry

Der Fall (B6.3a) ist offensichtlich besonders problematisch , da die
beiden Randvektoren nahezu kollinear sind . Dies hat zur Folge , dass
bei der Methode 3.2 in den in Tabelle 9a mit *) markierten Fdllen
-effektiv keine verniinftige I&sung gefunden wird .

Im Fall (B6.3b) hingegen wird von allen Methoden konsequent die "fal-

sche I¥sung" approximiert ! -

- Wie umgeht man Probleme dieser Art ?

Nennenswert sind zwei Auswege :

a. Man definiert eine gegentiber (110a,b,c) verbesserte Initialisie-
rung . Dies bedeutet allerdings , dass man liber gewisse a priori-
Kenntnisse des Isungsvektors y(t)| verfiigen muss .

b. Man besteht nicht darauf , die Endpunkte des Intervalles Ik'
als Ty,i=1,2 (siehe (73c)) zu wdhlen ..

Setzt man im speziellen Beispiel T, = -Hk,/4 ' T2= Hk,/4 (B6.4)

sind alle Schwierigkeiten beseitigt , und man erhidlt auch fir die
beiden Falle (B6.3) mit Tabelle 5a vergleichbare Resultate .

Auf die beiden Beispiele 5 und 6 zuriickblickend kinnen wir festhalten :

1. Durch die Approximationsansdtze (76) lassen sich - lokal - relativ
lange Bahnstlicke zufriedenstellend approximieren ; dies unabhdngig
davon., ob eine Aufgabe als Anfangs- oder als Randwertproblem for-
muliert wurde .

2. Die Approximation ist im Aphel wesentlich glinstiger als im Perihel .

3. Bei stark exzentrischen Bahnen ist es sinnlos , in Aphel und Peri-
hel die gleichen Intervalldngen zu verwenden .

4. Der Rechenaufwand steigt mit der Verlingerung des Intervalles und
bei der ErhShung des Polynomgrades (siehe Tabellen 6a,b , 9a,b) .
Daher ist es hdufig verniinftiger , ein Intervall zu unterteilen ,
und nicht den Polynamgrad zu erhShen - darauf werden wir in Kapitel
2.3.4.2 zuriickkommen .
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2.3,3 ALLGEMEINE LOSUNG DER ANFANGSWERTAUFGABE

In Kapitel 2.3.1 haben wir erldutert , wie die Anfangswert-
aufgaben (73) , (74) in demjenigen Teilintervall Ik‘ zu 16-
sen sind , in dem sich die Ausgangsepoche T, befindet ( sie-
he (73b) ) .

Im voliegenden Kapitel miissen wir uns mit der approximativen
Losung von (73) , (74) in den ibrigen Teilintervallen Ik '
k=1,2,...,mt + kK # k' beschdftigen .

Da die Ueberlegungen zur Ldsung der np Aufgaben (74) iden-
tisch mit denjenigen zur L&sung von (73) sind , k&nnen wir
uns hier auf die Diskussion der allgemeinen L&sung von (73)
beschré&nken .

Die LOsungsansdtze haben wir schon in (76c) vorweggenommen :
- - 3. i
b e : Ft)] =3 (0)] —izoyki '(t-tko)

- (115)

§k(t)| ist die numerische Approximation von y(t)| im Inter-
vall Ik . Es geht also - genau gleich wie im Intervall Ik' -
"nur" noch darum , die Koeffizienten ?kil,i=0,l,..,q zZu be-
stimmen .

Ganz offensichtlich k&nnten wir die in Kapitel 2.3.1.1 ent-
wickelten Methoden 2.1 , 2.2 , 3.2 unveridndert iibernehmen ,

wenn wir an irgendeiner Stelle tk des Intervalles Ik die
(i) °

) |

]

Funktionswerte y(tk , 1i=0,1,..,n~-1 angeben k&nnten .

Dies ist natilirlich nicht m&glich ; wir k&nnen aber -~ zundchst
angrenzenden Intervallen Ik'*l an den Stellen
( siehe {76a) ) = gleichwertige Information

in den Ik'

tﬁ,+1 resp. ti,
angeben , indem wir verlangen , dass die approximierende Funk-
tion ¥(t)! und deren (n-1) erste Ableitungen an den Stellen
tﬁ,+1 ' tﬁ, stetig sind ( man Uberlegt sich leicht , dass
¥(t)| dann in jedem Punkt t des Intervalles I stetig und
mindestens (n-1) mal differenzierbar ist ) .

Die Forderung der Stetigkeit der n-1 ersten Ableitungen

fihrt zu den Bedingungsgleichungen :

- (1) _ - RTINS
Fpvgy R ) =5 e 01, a=0,1,00 0000 (116)
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resp. §k._1(t§.)l(i) = ?k,(ti,)l(i) , i=0,1,...,n-1 (117)

Die rechten Seiten von (116) , (117) sind bekannt , falls
die Anfanéswertaufgabe (73) in Ik' geldst worden ist .
Setzt man nun

und t (118)

By, T (k'-1), °
| erhdlt man durch
Einsetzen von (115) in (116) resp. (117) direkt die ersten n
Koeffizientenmatrizen §ki| , i=0,1,..,n-1 fir k=k'-1 und
k=k'+1l :

§k'+l,i‘ = §k| (t}*<|+l)l(l)/i! ’ i=0'l'oo-’n_l (ll9a)

ooy, ol = ?k,(tﬁ,)l(l)/i! , i=0,1,...,n-1 (119b)

Die Gleichungen (119a,b) sind die den Gleichungen (8la) ent-
sprechenden Beziehungen in den Intervallen Ik,+1 . Die iUbri-

gen Koeffizienten ?k, i=n,n+l,...,q werden nun vdllig

tl,il !
analog wie in Kapitel 2.3.1.1 bestimmt : Wir fordern , dass
die Funktionen ?k(t)l das Differentialgleichungssystem (73a)
an g+l-n verschiedenen Stellen des Intervalles Ik exakt er-
fiillen , oder wir fordern , dass diese Funktionen an (g+1-n)/2
Stellen des Intervalles Ik das Differentialgleichungssystem
und dessen erste Ableitung nach der Zeit t exakt erfilillen ;
dies fir k=k'+l und k=k'-1l :

Methode 2 : ( siehe (83f) ) :

~ oty (n) + s .t 5 et (n-1)
yk(tkj)l = f(tkj,yk(tkj)|,..,yk(tkj)! ) | (120)

j=1,2,...,9+1l-n , k=k'=1l
Methode 3 : ( siehe (83h) ) :

K kj

7 * (n) = *  *37 * 3 * (n-1)
yk(tkj)I f(tkj,yétkj)l,f., (tx.) | ) | 121)

; (n+1)_ 5 5 (n=1)y (1)
Fy (e ) 1P 0= s e g lef ) Lo Bl | ) |

j = 1,2,...,(q+1-n)/2 ’ k=k.i-l

Die Koeffizienten §ki| , i=n,n+1,...,q erhdlt man , indem man
den Ansatz (115) in (120) resp. (121) einsetzt , und die so
resultierenden ( im allgemeinen nicht linearen ) Gleichungs-

systeme nach den ?kil , i=n,n+l,...,q aufldst .
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Die Methoden zur L&sung von (120) sind identisch mit den Me-
thoden zur L&sung von (83f) ( Methoden 2.1 , Methoden 2.2 ) ,
die Methoden zur L&sung von (121) sind identisch mit der Me-
thode zur Ldsung von (83h) ( Methode 3.2 ) .

Damit haben wir bereits die L&sung y(t)| in den Teilinterval-
ten Ly yrlperdyy,
jetzt klar sein : Man verlangt Stetigkeit und n-1 - fache

definiert . Das weitere Vorgehen diirfte

Differenzierbarkeit der Funktion ¥(t)| in allen Teilpunkten

ti ,‘k=(‘l),2,...,mt

intervall Bedingungsgleichungen der Art (116) resp. (117) und

—1,(mt) . Dadurch erhdlt man in jedem Teil-

darausfolgend Gleichungen der Art (119%a,b) . Die restlichen
Koeffizienten folgen dann durch L&sung der Gleichungen (120)
resp. (121) nach den diversen in Kapitel 2.3.1.1 entwickelten
Methoden . | |
Wegen der Gleichungen vom Typ (119) dﬁrfenkwir auch sagen ,

dass y(t)| im Intervall I, eine lokale Approximation im Sinne

k
von 2.3.1.1 des folgenden Anfangswertproblems ist :
n-1
v | = £ty Loy | T
Yk(t]’é) I (1) = i}k"l (t}t) i (1) , 1i=0,1,..,n-1 fir k>k! (122)
resp. :
Yy (8 44) | 1) - Yier1 (Ehay) | (1) , i=...  fir k<k'

Damit k&nnen wir die LOsung der Anfangswertaufgabe (73) im

folgenden Schema fixieren :

Allgemeine L&sung der Anfangswertaufgabe (73) in I

Lokale L&sung der Anfangswertaufgabe (73) in Ik'

mit einer der Methoden von Kapitel 2.3.1.1 : A
—> t €I, ¥)| =F.()]

(123)

——

o
i
o
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k =k+1 B

Definition einer neuen Anfangswertaufgabe

(n) -1
o = £ty ey, | 2T D1
k(t*)‘(i)-— 5 (t*)T(i) i=0,1 n-1
Yt P Ve Ty ' rleeer |
Lokale Approximation von yk(t)lin Ik nach einer der D2
Methoden von Kapitel 2.3.1.1 > §k(t)! Pt €T
Definition der L®sung der urspriinglichen Aufgabe
(73) in I, : t €I : J(t)| =¥ ()] D3

k k k

—-

g
k = k! " F

(123)

> Ende G,H

Definition einer neuen Anfangswertaufgabe

~ 1 (n)_ s ~ ;(n=-1)

ykl - f(tryk]:-kal )| Il
WED I

| (1) ,_ _
yk(t]:_*_l)‘ bt yk‘i’l(t}t‘*'l)l ,l—O,l,..,n l
Lokale Approximation von yk(t)! in I, mit einer der
Methoden von Kapitél 2.3.1.1 : —> §k(t)| , £ € Ik . 12
Definition der Losung der urspriinglichen Aufgabe 3
(73) in I, : t €1, = gty | := yk(t)|

-y -

-

*) tf , k=1,2,...,m Teilpunkte des Intesvalles I nach (76a,b)
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Kommentare zum Blockschema (123) -

- Es dirfte einleuchten , dass man die allgemeine L&sung der
lokalen Randwertaufgabe ( siehe Kapitel 2.3.2 ) praktisch
auf gleiche Weise gewinnt :

Man muss lgdiglich in Block A in Schema (123) die 1okale

Randwertaufgabe in I nach den Methoden von Kapitel 2.3.2

kl
l6sen . Die restlichen Bldcke von (123) kdnnen dann unver-

dndert Ubernommen werden .

- In den BlGcken D2 und I2 miissen die Anfangswertaufgaben
D1 lokal mit einer der Methoden von Kapitel 2.3.1.1 ge-
16st werden .

Selbstverstdndlich k&nnen die zugehdrigen Iterationspro-
zesse weiterhin ( sinngemdss ) nach (95) initialisiert

werden . Wesentlich besser sind jedoch die folgenden

Ansdtze :
k> k' s 3 a=1 s gl e | i, as0,1,00,9 (1240)
k <k' :J :=1: §ii| := §k+l(t§+1)|(l)/i!,i=0,1,..,q (124b)

Die Initialisierung (124) ist (95) weit Uberlegen : Ver-
wendet man (124) und Methode 2.1 , ist es praktisch nie
ndtig , mehr als einen Iterationsschritt 2zu machen . Es

gilt also im Normalfall ( bei Verwendung der Methode 2.1 )
J* = 1 ( siehe (97) ) . Selbstverstdndlich gilt dies nur ,
falls die Intervallunterteilung (76a,b) "verniinftig" gewdhlt
wurde ; damit werden wir uns in Kapitel 2.3.4.2 zu bfassen
haben .

- Das Schema zur allgemeinen L&sung der np linearen Anfangs-
wertaufgaben (74) unterscheidet sich nur in unwesentlichen
formalen Details von (123) ; es ist daher hier nicht geson-
dert aufgefiihrt .

- Programmtechnisch unterscheidet sich die Integration in
positiver Zeitrichtung ( k > k' ) nur unwesentlich von
der Integration in negativer Zeitrichtung ( k < k' ) :

Bei der lokalen Ldsung von Il hat man bloss die Zeiten
0 Y
sung von D1 ) miteinander zu vertauschen !

in ihrer logischen Bedeutung ( gegeniiber der L&-
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2.3.4 FEHLERBETRACHTUNGEN ., AUTOMATISCHE INTERVALLEINTEILUNG

Bisher haben wir stets angenommen , dass die Unterteilung
des Intervalles I ( siehe (76a,b) ) von vornherein gegeben
ist . | .
Zieht man die Beispiele 5 und 6 in Betracht , so sieht man ,
dass es eine‘fast unldsbare Aufgabe ist , fﬁf beliebige Prob-
leme eine sinnvolle Intérvallunterteilung a priori anzugeben
( natiirlich gibt es Spezialf&lle , in denen dies mdglich ist
- beispielsweise ist es bei kreisdhnlichen Bahnen sinnvoll ,
T in Teilintervalle gleicher Linge zu unterteilen ) .
7Ziel dieses Abschnittes aber ist es , fiir die Aufgaben der
Himmelsmechanik zum mindesten , filr beliebige‘Intervalle I

im Laufe der Integration eine sinnvolle , automatische (d.h.

programmgesteuerte) Intervalleinteilung vorzunehmen .
Ueberlegungen dieser Art sind eng mit den Fehlern der numeri-
schen Approximation gekoppelt . Wir kommen daher nicht darum
herum , einige Fehlerbetrachtungen anzustellen . Dabei werden
wir v8llig von den bei jeder numerischen Integration auftre-
tenden Rundungsfehlern absehen ; de facto nehmen wir also an ,
dass alle auftretenden Zahlen durch "unendlich viele Ziffern"
dargestellt werden - in Anbetracht von (69) bestimmt leicht
ibertrieben .
Wir unterscheiden zwischen dem lokalen und dem globalen Feh-
ler :
a. Lokaler Fehler :

. Ayk(t)! 1= yk(t)l - §k(t)[ Pt €1 (125a)
b. Globaler Fehler :

aye) ] =y - @), t €I (125b)

Zur Erinnerung : y(t)l resp. yk(t)] sind die exakten L&sungen
der Anfangswertaufgaben (73) resp. (123),Dl oder Il ; g(t) |
resp. ?k(t)l sind die numerischen Approximationen der entspre-

chenden exakten Ldsungen .



2.3.4,1 DIE LOKALEN FEHLER

Zur Vereinfachung der Schreibweise beschrédnken wir uns hier
und im folgenden auf die Integration in positiver Zeitrich-
tung , also auf die Integration in den Teilintervallen I
k=k',k'+l,...,mt .

Die lokale Approximation ?k(t)l wird gebraucht , um im Punkt
(1)
) |

k 14

die Anfangsbedingungen y, (tX ,1i=0,1,..,n=-1 fiir
k

t*
k+1 k+1

die Anfangswertaufgabe des ndchsten Teilintervalles I zZu

k+1
berechnen ( siehe (123),D1 ) . Es ist daher von grdsster

Bedeutung , zuverldssige Abschdtzungen fiir die lokalen Feh-

ler Ayk(t§+1)|(l’

?k(t)! ist fiir t € I, - bis auf Terme der Ordnung g+l in H, -

identisch mit einer Taylorreihe bis und mit Ordnung g . Um

,1=0,1,..,n-1 herzuleiten

den Fehler dieser Approximation m&glichst gut abzuschidtzen ,

I(q+l)

miissten wir die Ableitungen yk(t) im Intervall Ik ab-

schidtzen . Fiir diese Gr&ssen aber liefert unsere numerische

Approximation ?k(t)! keine Ndherungswerte . Hingegen diirfen

wir die yk(t)l(l) , 1i=0,1,...,9 - bis auf Terme der Ordnung

g+l-i in Hk den ?k(t)!(l),i=0,l,...,q gleichsetzen .
Was liegt also ndher , als die Betrdge der Ayk(t§+l)§(l) mit
dem letzen Term der Entwicklung (76c) fir t=t]’;+l ) abzu-

schdtzen ? Es ist klar , dass dies eine sehr pessimistische
Abschdtzung ist , ist der letzte Term von (76c) doch im
wesentlichen gleich dem Fehler der nach den Termen g-1 - ter
Ordnung abgebrochenen Taylorreihe von yk(t)f ( entwickelt um
tﬁ ) .

Wir diirfen alsc annehmen , dass die folgenden Ungleichungen
gelten |

(i)(t* gl |

-1
Ly 5 k) | 2 ooy

e
!Hk

'i=0’l,.-’n_l (126)

v .
kg.J 3=1,2,...,d

(126) liefert fiir die automatische Intervallunterteilung den
entscheidenden Zusammenhang zwischen dem lokalen Fehler ( auf
der linken Seite ) und der Intervallédnge Hk ( auf der rechten

Seite )
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2.3.4,2 AUTOMATISCHE INTERVALLUNTERTEILUNG

: Der maximal in den Komponenten von

Sei : Eki
)[(l) tolerierte lokale Fehler , (127a)

> *
i= 0,1,...,1’1"1

Es muss also gelten :

(127b)

lAyéTg(t§+l)l L i=0,1,..,n-1 , j=1,2,...,d

Wegen (126) ist (127b) erfiillt , falls die folgenden Relatio-

nen gelten :

—Z?q%i—)—!.li}quj .Hq_l < € i=0‘1""ln-llj=l'21"ld (127c)

k - "ki

4

(127c) kdnnte direkt zur Abschédtzung der maximal zuldssigen
Intervallinge gebraucht werden , falls die Matrix ?kq‘ vor
der Ldsung der Anfangswertaufgabe (123),Dl1 bekannt ware
Dies ist éwar nicht der Fall , aber wir kennen fiir k > k'
schon eine gute Ndherung fiir diese Matrix ( siehe Initia-

lisierung (124a) )

~ ~1 ~ (q) ~
~ | = * 1 =

Damit aber kdnnen wir Hk vor der LOsung der Anfangswertauf-

gabe (123),Dl1 wie folgt abschdtzen :

Automatische Wahl von Hk

. (g—-1) & 1 1/(g-1i)
Sei : H .. = (g_,* TS |) (128a)
kij ki gq-. 'yk-l,q,j‘
j=1,2'-."d r i=0,l’--o,n-1

Die maximal zuldssige Intervalldnge Hk ist dann
(128)

wie folgt festgelegt

H, := min ( H, .. )
k i=0'1' . -,n_l klj
j=l,2,-.-'d
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Wir halten also fest :

Es ist nicht ndtig , die Intervallunterteilung (76a,b) a
priori anzugeben ; diese kann vielmehr im Laufe der Integra-
tion nach (128) geschdtzt werden . Voraussetzung ist "nur" ,
dass wir "sinnvolle" maximal zuldssige lokale Fehler Eki ’

k = l,2,...,mt , i=0,1,...,n-1 angeben kdnnen . Dies ist eine
grosse Erleichterung fiir den Programmbeniitzer : dieser hat

nur noch eine erste Schdtzung fiir H anzugeben . Die einfach-

'
ste Variante ist dabei die , Hk' “zi klein" zu wdhlen ; die
automatische Unterteilung (128) wird dann sehr rasch auf ver-
niinftige Intervallidngen einschwenken .

An Stelle von (128) k&nnen auch andere Schitzverfahren fiir
die Hk verwendet werden : Man kann beispielsweise verlangen ,
dass der maximale Fehler einer Funktion der Anfangsbedingun-
gen eine gewisse Grénze nicht berschreiten darf ; auch da-

durch ist eine Bedingung fir Hk gegeben ( siehe Beispiel 7 ) .

2.3.4,3 DER GLOBALE FEHLER

Zundchst folgt unmittelbar durch passende Erweiterung von
(125b) : X

Ay(e) |l =3 (y, ()] =y, (&)]) + Ay (£)] , t € I, (129)
2=k '+1 Qvl . k k

Sodann kann gezeigt werden , dass ein einzelner Summand in
(129) als Linearkombination der Fehler der betreffenden An-
fangsbedingungen geschrieben werden kann : *)

n-1 d (1)

Yo () [= vy )l = [ ] cpys()eby, S(eh) (129a)
i=0j=1 !

Durch (129a) wird also der Einfluss der lokalen Fehler in
den Anfangsbedingungen des f{-ten Teilintervalls auf die

LOsung zu spdteren Zeiten t festgelegt . Um nun die eki '

i=0,1,...,n-1,k=1,2,...,m_ verniinftig widhlen zu kdnnen ,

t
sollten die czij(t) alle bekannt sein : Man k&nnte dann die
maximal tolerierten lokalen Fehler so wdhlen , dass ihr Ein-
fluss auf die LOsung im ganzen Intervall I einen gewissen

Betrag nicht Uberschreitet .

*) siehe z.B. {G.Beutler,1979,Kap.4} .
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Der geneigte Leser merkt aber bestimmt , dass ein solches

Projekt eher aufwendig ist .

Wir beschrinken uns daher hier darauf , auf die wichtigste

Eigenschaft

des globalen Fehlers hinzuweisen :

Halbiert man bei einer bestimmten Integration die verwende-

ten Teilintervalle und fihrt - bei gleichem Polynomgrad g -

die Integration mit den halbierten Intervallen durch ,

werden die lokalen Fehler in den Anfangswerten yk(t§+l

)|(i)

+1-i .
um einen Faktor 2q 1-1 verkleinert , die Anzahl der Summan-

den in (129)

verkleinert

wird aber nur vercdoppelt . Man darf daher erwar-

ten , dass der globale Fehler Ay (t) | um einen Faktor 2q+1—n
wird .
Allgemeine ISsung des EinkSrperproblems als Anfangswert-:

Beispiel 7 :

aufcabe , Verwendung der Methode 2.1

Aufgabe :

T(t) := ¥,

einmmal so

Fir g = 9

->
Flir r(t) ibernehme man den Ansatz (B5.1d) :

Den Vektor (y(t)l)T = (yl(t),yz(t) ) , Idsung der Anfangswert-

aufgabe (B5.1f) , (B5.1g) , approximiere man stlickweise durch
Polyncme vem Grad g .

Dabei sollen die Lingen der Teilintervalle so gewdhlt
werden , dass der durch die lokalen Fehler in den An-
fangsbedingungen in der Halbachse a induzierte Fehler
kleiner als eine (wdhlbare) Grdsse € ist . _
Die fbi,i=0,1 sollen einmal so gewdhlt werden , dass sie (B7.1)

a. einer Kreisbahn mit Radius a = 2.7 A.E. entsprechen ,
b. einer elliptischen Bahn mit Halbachse a = 2.7 A.E.

und Exzentrizitit e = 0.8 entsprechen .
Ty = 0 sei gleich der Periheldurchgangszeit .

N ) =
ti-—l S,k(ti),AM(ti)'AV(ti) 'ncall(ti) IHk ’ 11—112"‘I20

Man 18se die Anfangswertaufgabe (BS5.la) im Intervall
I= [0,4°U] , U=Umlaufszeit des Himmels- (B7.1a)
kdrpers . ‘

(t)’roo + Yz(t)'r01 (B7.1b)

(B7.1c)

, dass sie (87.1d)

ud € = 10-8 drucke man eine Tabelle der Art :

(B7.1le)

Wo : k(ti)

AM(t4)
Av (tl)

ncall

: Nummer des Teilintervalls fiir das t, € I gilt .

: Fehler in der mittleren Ancmalie z.Z. tj

: 1" " n 'Iﬂ’a.hrerl n ”" ti
: Anzahl der Aufrufe von DERIV bis zur Zeit ti .
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Bemerkungen zur Wahl der Hk nach (B7.1lc)

Anstatt die Intervalldngen nach (128) abzuschdtzen - was ohne weiteres
mSglich wire - verwenden wir (B7.lc) . Dies bedarf einer Begrindung :

- Jedem Satz wvon Vektoren y, _, (t*) | 1) , i=0,1 entspricht nach (B7.1b)
genau ein Orts- und Geschwin ig eitsvektor :

W T e W -
r, = o= rk(tk) yk -1, 1(tk) r + yk_1’2 Loy * i=0,1 | (B7.2)

- Jedem Satz von Orts- und Gegchwindigkeitsvektoren (B7.2) wiederum
entspricht genau eine Bahn ry (t) . In unseren Beispielen sind alle
Bahnen elliptische Bahnen .

- Jede elliptische Bahn wird durch 6 Bahnelemente eindeutig festgelegt
( siehe Figur 4 ) :

Figur 4 Legende
: Perirel
Knotenldnge

¢ Neigung der Bahnebene gegen
Referenzebene ( Ekliptikebene ,
siehe Kap. 2.4.1 )

: Halkachse der Ellipse

Numnerische Exzentrizitdt

e
%
W : Perirelabstand
1k
%k
%

Tpk Perireldurchgangszeit

; (t) : Ortsvektor des HimmelskOrpers
zur Zeit t .

-
~ Der Ortsvektor ry(t) wird wie folgt berechnet :

rk (t) *cos (vk)

- ’ .

rk (t) = R3 (=) ~R1 (-i) -R3 (~w) * rk(t) 'sm(vk) (B7.3) |
0

In (B7.3) sind die R (w) Drehmatrizen mit der i-ten Achse als Dreh-

achse und w als Drehwinkel ( siehe Kap. 2.4.1 ) , rk(t) ist der Be-

trag des Radiusvektors , v, ist die socen. wahre Ancmalie , die
wie folgt berechnet wird :

- Berechnung der wahren Ancmalie ( die Formeln k&nnen in jedem Himmels-
mechanik-Iehrbuch nachgeschlagen werden ) :

nm.: mittlere Bewegung : m= k/ap 3/2 = Gauss'sche Konst. (B7.4)
Mg : mittlere Ancmalie : Mk— (t - T ) “Iy (B7.5)
Ek: exzentrische Anomalie ; diese 1st Ldsung der Keplergleichung :
Ek = Mk + ek-sin(E‘.k (B7.6)
vt wahre Ancmale : /2) —/ tan(Ek/Z) (B7.7)
a*(1-e?)

‘= Berechnung von rk(t) : rk(t) = = a- (1-e°cos(E:k)) (B7.8)

l+e-+cos (Vk)
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- Es gilt also :

303
r}i’*) ,i=0,1

> ak'ek'ik'pk'%:'Tok

Insbesondere gilt :

k2 3(1 2-k?
. S (r]i hya 4 2k (87.9)
%k Tk W

- Durch die lokalen Fehler in den i’:k—l (t]’:)l *),1=0,1 werden ( siehe

(B7.2)) Fehler in die T.») eingefilhrt . Dies wiederum bedeutet , dass
die Bahnelemente der neuen Bahn ry (t) verfdlscht werden .

- Der Fehler in der Halbachse g ist der wichtigste unter den Fehlern
in den Bahnelementen , da dadurch ein Fehler in die mittlere Rewe-
qung ( siche (B7.4) ) eingefiihrt wird ; dies wiederum bewirkt linear
mit der Zeit t anwachsende Fehler in der mittleren und in der wahren
Ancrmalie und samit auch im Ortsvektor ( siehe (B7.3) ) .

Damit dirfte auch der Sinn von (B7.1lc) klar werden : Mit (B7.1lc) kann

die wichtigste Fehlerquelle gezielt kontrolliert werden .
Es sei : éak: der durch die lockalen Integrationsfehler im

(k-1)-ten Teilintervall neu in die Ealbachse {B7.10)

eingefiihrte Fehler .
Aus (B7.4)nfolgt :

- -3k,
6nk =-3 o Gak _ (B7.11)
Daraus folgt wegen (B7.5) : <SMk = (1:--t]*é)-<5nk (B7.12)

Aus (B7.6,7) folgen schliesslich die durch cSak in By eV induzierten
Fehler ( bei der Herleitung der untenstehenden Formeln wird angenom-—
men , dass die Winkel SE, und évy klein sind )

Zundchst folgt mit der Keplergleichung (B7.6)

§ M

) B T (1~e-cos(g)) (B7.13)
cos? (v, /2)

Damit folgt : 5vk=r1f+__§ S 'GEk (B7.14)
cos? (£, /2)

Mit (B7.8) , (B7.3) k&nnen sodann die Fehler im Ortsvektor zu belie-
bigen Zeiten t berechnet werden . Bei schwach exzentrischen Bahnen
Ist der Fehler im Betrag des Radiusvektors ( siehe (B7.8) ) vernach-
ldssigbar ( genauer proportional e ) gegen die Fehler in cos(v,) ,
sin(v, ) . Es entsteht dann der Eindruck , der Himmelskdrper laufe
in der durch die urspriinglichen Anfangsbedingungen definierten Bahn-
kurve "zu schnell” oder "zu langsam” .

- Ausgehend von (B7.9) berechnen wir nun den Fehler in der Halbachse
der durch die Integration im (k-1)-ten Teilinterwvall an der Stelle
t¢ eingefiihrt wird : K2 2

~

~
- >

r3 "k Tk

k

1 . . = o+(l)o —>(1) .-—]S--.v' .
Es ist : éak ?k- =2+ 6ry 0+ 2 dr. (B7.15)

14
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. (1) . . . - >(i) . .
Die Grk , i=0,1 sind die lokalen Fehler von rk—l (tﬁ) , die wir -
wie bei der Herleitung von (128) - durch den letzten Term der Ent-
wicklung (76c) abschitzen ( siehe (B7.2) , (76c,d) ) :

+(i) — J_!-——‘ 7 o+ ¥, -—> L) q—i
Sry 0t k-1,g,17F00 T Yk-1,q,2F01 e

p i (B7.16)
Setzt man (B7.16) in (B7.15) ein , darf man schreiben :
= . q )
Say = vy "H , | . (B7.17)
3 3> a3 o
Wo : Ty = 2eqerr— Y, ' *6r¥ + 2+—er, °Sr (B7.17a)

k"‘Hk k k rf{ XKk

Die Forderung (B7.lc) filhrt scmit zur Gleichung :

_ (o \1/q
Hk = (W) (B7.18)

Es gilt zu beachten , dass v, eine Funkticn von Hk ist ( siehe (B7.17b) ) ,
dass also (B7.18) iterativ geldst wercden rmuss . :

Resultate { Tabellen 1lla , llb )

- Die Tabellen lla,b wurden mit dem zur Lisung der Aufgabe 7 entwickelten
Fortran-Programm erzeugt .
Die Bedeutung der einzelnen Kolonnen :
DA : al - in astroncomischen Einheiten .
M : M, - in Grad ( Altgrad )
DV : v, - v, in Grad .

{ Becdelitung von Mk’vk siehe (B7.3) , (B7.7) ) .

NCALL : Anzahl der Aufrufe der Subroutine DERIV bis zum k—-ten Teil-
intervall = Anzahl Aufrufe von MATP .
HK Hk = Linge des k-ten Teilintervalles .

- Die Umlaufszeit des Probekdrpers betrigt ( in beiden Fdllen ) 1620.5 Ta-
ge .
- Wir sehen , dass die autcmatische Intervallunterteilung nach (B7.1c) ,

(B7.18) den Erwartungen qualitativ entspricht :

- Bei der Kreisbahn ( Tabelle lla ) wird das Intervall I ( s. (B7.la)
in Teilintervalle gleicher Linge unterteilt . Erstaunlich ist frei-
1{ch , wie genau diese gleiche Linge eingehalten wird :

- Bei der stark exzentrischen Bahn in Tabelle 11b ergibt sich ein
grundlegend anderes Bild : Die Intervalldngen variieren von ca.

1.7 Tagen im Perihel bis zu ca. 90 Tagen im Aphel . Es wdre also
vllig unsinnig , in diesem Beispiel mit Teilintervallen gleicher
Linge zu arbeiten , miisste man dcch - um mit Tabelle 11b vergleich-
bare Resultate zu erhalten - H_ = H = 1.7 Tage verwenden . Dies
wirde bedeuten , dass man I in 3813 Teilintervalle anstatt in 350
Teilintervalle aufteilen miisste ; dies wiirde den Rechenaufwand
mehr als verzehnfachen 1
- Vergleicht man die Kolonnen NCALL und HK in den Tabellen 1lla und 11b
miteinander , stellt man fest , dass flir e = 0.8 die numerische Rechen-
arbeit ungefihr 4 mal grdsser ist als bei einer Kreisbahn .
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Diese Verhdltniszahl wird bei grOsseren Exzentrizitiiten noch wesent-

lich grosser,

Diese Tatsache hat zu Versuchen gefiihrt , die Aufgabestellung so un-

zuformulieren , dass man auch bei stark exzentrischen Bahnen die glei-

chen "idyllischen" Verhdltnisse wie bei einer Kreisbahn hat .

Beachtenswert sind die von E. Stiefel worgeschlagenen "Regularisierungs—

methoden ( siehe z.B. {E. Stiefel , 1970} ) . Diese und &hnliche Ver-

fahren beruhen s&mtliche darauf , dass man gewisse Eigenschaften der

analytischen L8sung von (B5.1) - die ja bekannt ist - ausniitzt .

Die einfachste , wirksamste , aber nicht unbedingt schnellste Metho-

de , solchen Schwierigkeiten auszuweichen , ist die folgende :

1, Die exakte LOsung von Aufgabe (B5.1) ist bekannt .

2. Wir nehmen an , dass an Stelle von (BS5.la) das folgende System
gelost werden soll :

2 -
( ) kz"—f_';3 + f(t,;*)

wobel _f(. .) eine im Vergleich zum ersten Term kleine St&rkraft
sei . Die Anfangsbedingungen seien die gleichen wie in Aufgabe
(B5.1a) .

- 3. Anstatt die Gleichung (BS5.la) zu lgsen , stellt man eine Diffe-
rentialgleichung flir die Differnz r*(f) - r(t) auf und 18st die-
se . Man darf annehmen , dass r* und r in einer kleinen Umgebung
von Ty relativ gut miteinander lbereinstimmen , so dass die Inter-

llédnge bei der ISsung des Differentialgleichungssystems fiir
r*(t)-r(t) grosser_ist als bei der LSsung ces Differentialglei-
chungssystems fiir r*(t) oder fiir r(t) .
4. Das unter 1. bis 3. beschriebene Procedere kann auf Jjedes der

' in den Punkten t* , k=1,2,.. .,mt definierte Anfangswertproblem

angewandt werden . { siehe (123) ", D1 , I1 ) .

Wenden wir uns den itkrigen Kolonnen der Tabellen 1la , 1lb zu :
a. Kolonne DA :

Es gilt : DA(K) :=a; - a =£ (a, ; =a, ) . (B7.19)
Wegen (B7.le) diirfen wir die folgende Abschdtzung vornehmen :
IDAK) | < (k-1)+g = (k-1)+100 | (B7.20)

In den Tabellen lla , 1l1b sehen wir , dass (B7.20) sehr wohl erfiillt
ist : Die tats&chlichen Fehler sind durchwegs um etwa 5 bis 6 Zehner-
potenzen kleiner als die nach (B7.20) erwarteten Betrdge | Dies ist
die Folge unserer pessimistischen Schitzung der lckalen Fehler .

In der Tat hdtte man im Beispiel der Takelle lla die Hy ungeféhr
doppelt so gross wdhlen konnen , bis die erwarteten und tats&chlichen
Fehler der gleichen Gr&ssenordnung sind .

Fir spezielle Aufgaben ( z.B. krelsal'mllche Bahnen) k&nnte man auf
einfache Art und Weise realistischere Abschdtzungen vornehmen ;

aus Platzgriinden miissen wir. aber auf die weitere Behandlung solcher
rein technischer Probleme verzichten .

b. Kolonne DM

- Mit (B7.11) und (B]Z .12) diixrfen wir - lelcht vereinfachend - abschdtzen :
3n

“‘""Eo 2’ (t]t_.t*) z (t,* t*) (B7.21)
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Mit (B7.21) schitzt man SM(t) im Bogermass ab . Soll diese Gr8sse

in Altgrad abgeschitzt werden , hat man (B7.21) mit 180/7 zu mul-
tiplizieren .

Den Tabellen 1la , 11b entnimmt man ! dass - wie nach (B7.21) zu er-
warten - der Fehler |M(t)| ~ (t-t; )? anwichst , dass aber die mit
den Tabellen 1la,b berechneten P*oportlonal1tatskonstanten viel klei-
ner als erwartet sind . Der Grund dafiir ist wiederum in der pessimis-
tischen Schitzung diir die lokalen Integrationsfehler zu suchen .

c. Kolonne DV
Mit (B7.14) und (B7.13) folgt :

- f+er cos? (v /2) M (&)
Sv(®) Jl-ek cos*® (Ek/2) (1-e- COS(Ek)) (B7.22)

Fiir Kreisbahnen gilt also Sv(t) = dM(t) , flr elllptische Bahnen ist
|6v(t)| im Perihel ( bei eirem bestimmten &M ) maximal ; fiir e = .8
gilt im Perihel beispielsweise §v(t) = 15-dM(t) - was man in Tabelle
11b verifizieren kann - fiir e = .95 gilt im Perihel Sv(t) = 125-&M(t) .

- Abschliessend sei betont , dass die Anzahl der Iterationsschritte
bei der ISsung der lokalen Anfangswertprobleme nach (90) ( Methode
2.1 ) in keinem einzigen Teilintervall grdsser als 1 war . ( Dabei
wurden die Anfangswertaufgaben nach (124a) initialisiert , das €
fiir das Abbruchkriterium (97a) wurde nach (B5.10) , (B7.le) berech~
net ) .

Das heisst aber , dass man bei der Verwendung der Integrationsmetho-
de 2.1 - bei verniinftiger Wahl der Intervalldngen nach (128) oder
nach (B7.1c) - keine Angst vor "endlosen Iteraticnsprozessen" und
samit vor allzugrossen Rechenzeiten haben rmss .

Damit zurilick zum Haupttext :

2.3.5 SCHLUSSBEMERKUNGEN

In Kapitel 2.3 habken wir Verfahren zur numerischen Integra-
tioh von gewdhnlichen Differentialgleichungssystemen behan=
delt .

Dabei haben wir unterschieden zwischen linearen/nicht linea-
ren Differentialgleichungssystemen sowie zwischen Anfangs-
und ( lokalen ) Randwertproblemen . ( Die Ldsung allgemei-
ner Randwertaufgaben haben wir ausgelassen ( siehe dazu

{G. Beutler , 1982 , Kap. 6.2.2.2} ) .

Im Intervall I ( beliebiger Linge ) haben wir die LOsungs-

funktionen stiickweise durch Polynome vom Grad g resp. q'

approximiert ( siehe (76) ) : Das Intervall I wurde in Teil-
intervalle Ik ,k=1,2,...,mt unterteilt , in jedem Teilinter-

vall wurde eine Anfangswertaufgabe resp. eine lokale Rand-
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wertaufgabe definiert und geldst ( siehe Blockschema (123) ) .
Die approximierenden Funktionen werden so bestimmt , dass

sie denselben Anfangs- resp. Randbedingungen geniligen , wie
die exakte L&sung der_betieffenden Aufgabe , und dass sie

- an gewissen Stellen des Intervalles Ik - das 2zu l&sende
Differentialgleichungssystem exakt erfiillen ( bei Methode

3.2 verlangt man zus#tzlich , dass die approximierenden
Funktionen die ersten Ableitungen des Differentialglei-
chungssystems an gewissen Stellen von Ik erfillen ) .

Dieses Vorgehen filihrt zu algebraischen Bedingungsgleichun-
gen flir die Koeffizienten der Ansdtze (76c) . Diese Glei-
chungen sind linear , wenn das betreffende Differentialglei-
chungssystem linear ist , sie sind nicht linear , wenn das
Differentialgleichungssystem nicht linear ist . Im zweiten
Fall mlissen die Gleichungssysteme fiir die Koeffizienten
iterativ geldst werden .

Die Unterteilung des Intervalles I in Teilintervalle I
k=1,2,...,m

’
£ wurde vorerst als a priori gegeben angeiom—
men . In Kapitel 2.3.4 haben wir gezeigt , wie man das
Intervall I im Laufe der Rechnung automatisch ( d.h. pro-
grammgesteuert ) unterteilen kann . Die angegebene Unter-
teilung isf sehr konservativ ; der lokale Integrationsfehler
wird mit dem g-ten Term der um den Punkt tﬁ resp. t§+1

( siehe (76a,b) ) entwickelten Taylorreihe der exakten L&-
sung der lokalen Aufgabe (123),Dl resp. Il abgeschdtzt .
Diese Abschdtzung ist pessimistisch , da im Ansatz (76b)
dieser .Term noch berlicksichtigt wird .

Halten wir abschliessend fest :

Unsere L&sungsansdtze (76) sind direkt der Appréximations—
theorie entnommen . Durch die Verwendung von Polynomen als
approximierende Funktionen ( siehe (76d) ) kommen wir zu

sehr einfachen Fehlerabschdtzungen ( die approximierenden
Funktionen sind im wesentlichen den durch die ersten g Terme
der um tﬁ resp. t¥ entwickelten Taylorreihen der betreffen-

k+1
den exakten LOsungen gleichzusetzen ) .
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Ansdtze dieser Art werden neuerdings auch unter dem Schlag-
wort "expansion methods" zusammengefasst {G.Hall, J.M.Watt ,
1976,chapter 19} .

Man kann jedoch zeigen , dass alle soéenannt stark stabilen
Vielschrittverfahren im wesentlichen als Spezialfdlle in der
vhier unter anderen angegebenen Methode 2.2 enthalten sind .
Aus Platzgriinden verzichten wir darauf , dies explizite zu
zeigen , verweisen aber auf eine frithere Behandlung dieses
Themas {G. Beutler , 1979 , Kap. 3.6} .

2.4 KOORDINATENSYSTEME UND BEOBACHTUNGEN

2.4,1 Die VERWENDETEN KOORDINATENSYSTEME UND DIE TRANS-

FORMATIONEN ZWISCHEN IHNEN

Der im folgenden angegebene Formalismus zur Beschreibung
von Vektoren im dreidimensionalen euklididschen Raum ist
im wesentlichen mit demjenigen von I. Bauersima identisch
( siehe {I. Bauersima , 1976 , Anhang}l ) :

Mit E?® wird der dreidimensionale euklidische Raum bezeich-
net , Vektoren im E?® werden durch kleine lateinische oder
griechische Buchstaben , versehen mit einem Vektorpfeil

" > " , dargestellt ( Beispiel r ) .

In E? ist eine orthonormale Basis B durch drei ortho-

(130a)

gonale Einheitsvektoren gi ,i=1,2,3 festgelegt .

B
Dabei setzen wir immer rechtsorientierte Systeme vor-

- ->
aus : In der durch e und e aufgespannten Ebene

1B 2B
geht e durch eine Drehung um +7/2 ( positiver Dreh-| (130b)

1B

. ->
sinn = Gegenuhrzeigersinn ) {iber in e,5p ; dabei muss

der Vektor 33B zum Betrachter hinweisen ( vgl. Figur
5) .

Jeder Vektor in E® kann als Linearkombination der drei Ba-

sisvektoren (130a) dargestellt werden :

r=r ‘o + r e + r ) (130¢)
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Die Skalare ry i,i=l,2,3 heissen rechtwinklige karte-
[4

sische Koordinaten des Vektors r bezliglich der Basis (1304)
B .

eines Vektors T bezliglich

B i,i=l,2,3
14

Die Komponentenmatrix rB}

der Basis B ist die aus den Komponenten r

gebildete Spaltenmatrix :

Ts,1

g, 2

Tg,3

(130e)

Anstelle von rechtwinkligen Koordinaten verwendet man hdu-

fig Kugelkoordinaten ( siehe Figur 5 ) :

Figur 5 Legende
giB,i=l,2,3 : Basisvektoren
; : Vektor
rB i,i=1,2,3 ¢ rechtwinklige
14
kartesische Koordinaten

von ;B bezliglich B .

, 1 r ,¢B,8B~: Kugelkoordinaten

von ry bezliglich B .

Dabei gilt :
: ' 2 2 2 1/2
cos(¢B) 51n(98) ry = ( rig* fog t Tap )
rB! =7 sin(¢B) sin(eB) '¢B = arctan(r2B/rlB) (130e)
cos(eB)_ b = ;rccos(r3B/rB)
Es gibt beliebig viele Basen der Art (130a) . Sind B, und
B, 2zwel solche Basen , so gilt :
rp l= Rerp ooz = RT-rle
Dabei ist R eine Drehmatrix ( 3x3-Matrix ) ,RT ist (130f£)
die dazu transponierte ( zugleich invérse ) Matrix .

Man kann zeigen , dass jede Drehmatrix R als Produkt von

( maximal drei ) sogenannten partikuldren Drehmatrizen
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Ri(wi) ( die eine Drehung um W, mit dem i-ten Basisvektor
als Drehachse beschreiben ) dargestellt werden kann .
Die partikuldre Drehmatrix Ri(wi) lisst sich durch den fol-

'genden einfachen Algorithmus berechnen :

1.) Ri,kk = cos(wi) , k=1,2,3
2.) Ry 15 = Ry 53 = Ry 5y = sin(w;) (1309)
3.) Ry 59 =Ry 35 = Ry ;3 =-sin(w;)
) R 5 TRy =0, k=1,2,3
5.) R, ., =1
i,ii

Der Algorithmus (130g) wurde in der Subroutine DDREH (sie-
he Tabelle 3) verwendet .

Vom Standpunkt des Naturwissenschaftlers aus gesehen ist
durch (130a) ein Koordinatensystem noch nicht eindeutig
festgelegt : Man muss zusdtzlich dessen Ursprung OB( Null-
punkt ) angeben .

Unter einem Koordinatensystem verstehen wir im fol- (130h)
genden einen Koordinatenursprung OB und eine Basis B .
zudem definieren wir - wie iliblich - den Ortsvektor
eines Punktes P in E? beziiglich des Koordinatensys- (1301)

tems (OB,B) als Vektor OBP .

Bei der Festlegung der Koordinatensysteme in der Astronomie
spielt die Tradition eine sehr wichtige Rolle . Von Bedeu-

tung sind insbesondere die Aequatorebene und die Ekliptik-

ebene :

Die Aequatorebene ( normal iur Rotationsachse des Erdkdr-
pers ) und die Ekliptikebene ( definiert durch den Orts-
und den Geschwindigkeitsvektor des Schwerpunktes Erde-
Mond beziiglich der Sonne ) &ndern stdndig ihre Lage im
Raum . Es ist daher notwendig , ihre Lagen zu wohldefi-
nierten Epochen zu beziehen , wobei es iiblich ist , £fir
beide Ebenen dieselbe Epoche zu verwenden . Es ist zudem
gebrduchlich , sogenannte Normalepochen E; ( z.B. 1950.0 ,
1975.0 , 2000.0 ) anzunehmen . Diese sind bekanntlich als
diejenigen Zeiteh in der Ndhe des entsprechenden bilirgerli-

chen Jahresanfangs definiert , zu denen die mittlere Lénge
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der Sonne - berechnet nach {Explanatory Supplement,Kap.4B} -
280° betrdgt ( = Bessel'scher Jahresanfang ) .
Damit kommen wir endlich zur Festlegqung der im folgenden

bendtigten Koordinatensysteme :

KS0 : "Ruhesystem der Fixsterne". , realisiert durch
den Fundamentalkatalog {FK4} .

KSO ist ein kartesisches Rechtssystem , dessen Ur-
sprung ( wegen der grossen Entfernung der Fixster-
ne meistens nicht n&her spezifiziert ) mit dem
Schwerpunkt des Sonnensystems identifiziert werden
darf , dessen Fundamentalebene ( Ebene der beiden (131)
ersten orthonormalen Basisvektoren ) parallel zur
mittleren Erdéquatorebene zu einer Normalepoche E,
ist , und dessen erster Basisvektor in der Schnitt-
geraden der mittleren Aequatorebene mit der mittleren
Ekliptikebene zur Epoche E, liegt ( in Richtung zum
Frihlingspunkt ) ; die dritte Achse zeigt ungefihr

zum Polarstern .

Von diesem Koordinatensystem wird bei der Herleitung der

Grundgleichungen ( siehe Kapitel 3.2 ) die Rede sein .

KS1 : Mittleres heliozentrisches Aequatorsystem
zur Epoche E; .

Die Basisvektoren dieses Systems sind identisch mit (132a)
den Basisvektoren von KSO , sein Ursprung liegt im

Sonnenmittelpunkt .

KS2 : Mittleres heliozentrisches Ekliptiksystem zur
Epoche E; .

Dieses System folgt aus dem System KS0 durch eine
partikul&re Drehung um €(E;) ( der mittleren Schiefe (132b)

der Ekliptik zur Zeit Ey ) um die erste Koordinaten-

achse .

Es seien : r : Komponentenmatrizen eines Vektors

By

r beziiglich der oben (und i.£.) ein- (132¢)
gefiihrten Koordinatensysteme , i=1,2,..

Dann gilt
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R, (e(Eo)) *rp | - (132¢)

= R, (=€ (E0)) Ty |

R} (¢ (Eo)) *xy |

Dabei gilt in guter Ndherung ( siehe {Explanatory Supple-
ment,Kap. 4B} ) : '

e(Ey) = 23°2614484 - 0746845+ (E, - 1950.0) (1324)

KS1 und KS2 sind die in der klassischen Himmelsmechanik

( Rapitel 3 ) am hdufigsten gebrauchten Systeme .

KS3 : Mittleres geozentrisches Aequatorsystem zu
einer Epoche E .

Sein Ursprung liegt im Schwerpunkt des Erdkodrpers , (133)
seine Basisvektoren sind identisch mit denjenigen
von KSO0 ( siehe (132a) ) .

KS4 : Geozentrisches erdfestes System . Wir Uber-

nehmen die in der Satellitengeodd@sie gebrduchliche

Definition : XS4 ist ein kartesisches Rechtssystem ,

dessen Ursprung gleich dem Schwerpunkt der Erde (134)
ist , dessen dritte Koordinatenachse gleich dem
mittleren Pol der Erde im Zeitintervall 1900 bis
1905 ist ( OCI - Pol ) , und dessen erste Achse
75°03'55"94 stlich des U.S. Naval Observatory

liegt .

Die Systeme KS3 und KS4 werden wir bei der Besprechung von

Problemen der Satellitengeoddsie ( Kapitel 4 ) bendtigen .

Transformation KS3 <—> KS4

Da.sowohl KS3 als auch KS4 rechtsorientierte kartesische

‘Systeme mit demselben Ursprung ( Geozentrum ) sind , be-

steht die Transformation zwischen ihnen lediglich aus

einer Drehung

Seien : rBii,i=3,4 die Komponentenmatrizen eines Vektors ;
beziiglich der Koordinatensysteme KS3 resp. KS4
( siehe (132¢c), ) .

Dann gilt : )
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- . - T_
Bul- R(t) rBal .ox R(t) rBu[ (135)

Die Drehmatrix R(t) kann ihrerseits als Produkt von vier

bekannten Drehmatrizen geschrieben werden :

R(t) = XT(t)+0(t) *N(t) P (t) (135a)

Im folgenden soll die Bedeutung der einzelnen Drehmatrizen
kurz angegeben werden - ohne auf die explizite Berechnung
der einzelnen Matrizen einzugehen . Es soll jedoch betont
werden , dass die Algorithmen zur Berechnung der einzelnen
Matrizen relativ einfach sind . Man darf heute voraussetzen ,
dass sie in Form von Unterprogrammen in den einschl&gigen
Programmbibliotheken fundamental-astronomischen , geoddti-

schen und himmelsmechanischen Inhalts vorhanden sind .

P(t) : Prdzessionsmatrix . Diese beschreibt die Transfor-

mation vom mittleren System einer Normalepoche E,
ins mittlere System der Epoche t . In der hier
gebrauchten Subroutine PRAE ( siehe Tabelle 3 )

wird als Normalepoche E; = 1950.0 gebraucht .

( Zur Berechnung von P(t) siehe z.B. {I. Bauersima, -
1976,p.19} ) . '

N(t) : Nutationsmatrix . Transformation vom mittleren System

der Epoche t ins wahre System der Epoche t ( System ,
dessen dritte Achse gleich der Erdachse z.Z. t ist .
Explizite Berechnung siehe {I.Bauersima,1976,p.19} ) .

@(t) : Sternzeitmatrix . Diese beschreibt den Uebergang vom

wahren System der Epoche t in das geographische Sys-
tem . O(t) ist eine partikuldre Drehmatrix einer Dre-
hung um die dritte Koordinatenachse , wobei der Dreh-
winkel gleich der wahren Sternzeit des Nullmeridians
ist .

X(t) Polschwankungsmatrix . Durch die Matrix X(t) wird

.o

das‘geographische System ins erdfeste System KS4
( siehe (134) ) transformiert . Die Matrix X(t)
ist gleich dem Produkt zweier partikuldrer Dreh-

matrizen : X(t) = Rl(y)-Rz(x) , wobei x,y die
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Koordinaten des wahren in bezug auf den mittleren

Pol zur Zeit t sind .

2.4,2 DIE WICHTIGSTEN BEOBACHTUNGSARTEN

2.4,2.1 RICHTUNGSBEOBACHTUNGEN

Von alters her haben Astronomen die Richtungen von ihren
Observatorien auf der Erdoberfldche zu den HimmelskOrpern
des Planetensystems gemessen . Dabei wurden friiher fast

ausschliesslich scheinbare Positionen bestimmt : Man rich-

tete sein Instrument auf das Beobachtungsobjekt , notierte
die Beobachtungszeit und las die Teilkreise des Instrumen-
tes ab . Die scheinbare Richtung bezieht sich also auf ein
topozentrisches , erdfestes System . Es galt zu berilicksich-
tigen , dass sie durch Refraktion und Aberration beeinflusst
war und somit nicht unmittelbar geometrisch interpretiert
werden konnte .

Heute werden Richtungen zu den Himmelskdrpern des Planeten-
systems und zu den kiinstlichen Erdsatelliten fast ausschliess-
lich auf photographischém Weg ( neuerdings auch mittels Te-
levisionsaufzeichnungen ) bestimmt : Zur Beobachtungszeit
wird eine Photographie des Himmelsausschnittes gemacht , der
den betreffenden Himmelskdrper ( Kleinplanet , Komet , Erd-
satellit etc. ) enthdlt ; das Bild des Himmelsk&rpers = in
diesem Zusammenhang auch Messobjekt genannt - wird relativ
zu den Bildern der Sterne in der Umgebung auf der Photoplat-
te vermessen . Da die Polarkoordinaten der Umgebungssterne
im System KS1 den grossen Sternkatalogen entnommen werden
kdnnen , kann anschliessend die Richtung zum Messobjekt in’
diesem Koordinatensystem berechnet werden .

Bei dieser relativen Positionsbestimmung sind Effekte wie
Refraktion und Aberration nur von sekunddrer Bedeutung ,

da sie in erster Ndherung filir Messobjekt und Hintergrund-
sterne gleich sind (.die unterschiedlichen Auswirkungen
dieser Terme auf Messobjekt/Sterne lassen sich sehr genau

als differentielle Korrekturen modellieren ) .
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Als Resultat erhdlt man die sogenannte astrometrische oder

astrographische Richtung , die die folgende geometrische

Bedeutung hat :

Definition : Die astrometrische Richtung vom Beobach-

tungsort Bk zu einem Himmelsk&rper HK zur Beobachtungs-

zeit tk ist gleich der geometrischen Richtung vom Beob-
achter zur Zeit tk zum HimmelskOrper zur Zeit tk—Atk ' (136)
wobei Aty die Zeit ist , die das Licht zum Durchlaufen

der Strecke A, ( siehe Figur 6 ) bendtigt .

k

Figur 6 Legende
S : Sonnenmittelpunkt ( Ursprung

der Systeme KS1 , KS2 (siehe

(132a,b)) .

Bk: Beobachtungsort , von dem aus
die k-te Beobachtung gemacht
wurde .

ﬁk: Ortsvektor des Beobachters

z.2. tk(=Beobachtungszeit) .

HK: Beobachteter HimmelskOrper .

;(tk-Atk) : Heliozentrischer Orts-
vektor von HK z.Z2. t,=AL, .
HK A= 7 A R oK
k = ritk— tk) - Rk

by 1= 14,1 (137a)
Atk 1= Ak/c ‘

¢ = Lichtgeschwindigkeit

e = A /A 137b
e, = A /A ( )

Die astrometrische Richtung zur Zeit tk wird durch den Ein-
heitsvektor (137b) definiert . Ein Einheitsvektor wiederum
ist durch zwei Angaben - beispielsweise durch seine Polar-
koordinaten beziliglich eines bestimmten Koordinatensystems -
eindeutig bestimmt .

Normalerweise wird ék durch die Rektaszension ak und durch

die Deklination Gk definiert ; diese Winkel entsprechen "im

wesentlichen" den Polarwinkeln im KS1 ( ¢Bl—€>a, 981—€>W/2—6) .
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Gemdss (3) haben wir zu unterscheiden zwischen den beobach-
teten Funktionen und den (mit Fehlern behafteten) Beobach-

tungen selbst :

"k ak(p"pz’...'pnp) Beobachtete Funktionen

6k = Gk(p1'p2"“'pnp) (138)
ui = Beobachteter Funktionswert von ak(..)

di = Beobachteter Funktionswert von Sk(..)

Pro beobachtete Richtung erhalten wir also zwei beobachtete
Funktionen im Sinne von (3) .

Natiirlich stellt sich die Frage , ob tatsdchlich die Gr&s-
sen ak,ék beobachtet worden sind . Streng genommen.mﬁssen
wir diese Frage verneinen , sind doch in Tat und Wahrheit
die effektiv gemessenen Grdssen mit "mehr oder weniger kar-
tesischen Koordinaten" in der Film/Plattenebene zu identi-
fizieren . Dabei ist die genaue Definition der effektiv ge-
messenen Grdssen instrumentenabhdngig .

Es widre korrekter , diese ebenen Koordinaten als beobachte-
+e Funktionen in die Parameterbestimmung einzufiihren - ein
Vorhaben , das allerdings zum Scheitern verurteilt ist , da
Richtungen traditionell nur durch die Polarwinkel ai,ﬁi so-

wie durch einen (geschdtzten) mittleren Fehler

9 = ck(éi) = ck(ai~cos€£) (139)

und durch die Beobachtungszeit
tkcharakterisiert werden . In Anbetracht dieser Situation
ist es das Korrekteste , weiterhin Oy und Gk als beobachte-

te Funktionen zu betrachten und

.= 2 o= 22 2
Iyep ¢ 1/0k und 9y, = COS Sy / Op ' (140)

als Gewichte der beob-
achteten Deklinationen resp. Rektaszensionen zu verwenden .
Werden nur Richtungsbeobachtungen einer einzigen Staticn
verwendet , darf der Faktor l/Oﬁ in (140) weggelassen wer-

den
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Abschliessend wollen wir noch die explizite Gestalt der
den Beobachtungen Qe &k zugeordneten Fehlergleichungen
angeben .

Nacg (28) gilt :

P. T I+1 I . I, 1

2gl{ak}p2 (p2 Py) (ak ak) = oj

n (141)
P..T I+l I I

L {83, <oy mpy) = (8 = &) = el

=1 2

. I _ I I I I _ .
( Zur Erinnerung : uk = ak(pl,pz,..,pn ),6k = ... sind nach

(23) die beim I-ten Iterationsschritt bei der L&sung einer
Parameterbestimmungsaufgabe bekannten Funktionswerte )

Die einzelnen Terme in (141) werden wie folgt berechnet :

I I _ . I I
/Ak,l) , 6k = arc sin (A /Ak) (141a)

I _ I
o, = arc tan ( A X, 3

k k,2

( Siehe (137a) , (130e) ) .
Die partiellen Ableitungen in (141) werden mit Hilfe der

Kettenregel berechnet :

3
I I I
{a} =73 {ag}, T <{A] .}
k pz j=l k Ak,j kl] pl
3 (141Db)
I I I
{67y =3 {61, 1 +{al .}
K'py 421 K85 *3'py
\ I I I I .
Wob s {A7 LY = {r . (t, -At])} - {R_ .}  ,3=1,2,3 141
ei X, B, ,J( K k) B, X, 3 P, i=1, ( c)
I _ I I ,2,,,I 2
und : {ak}Ai l— Ak,Z/((Ak,l) +(Ak,2) )
14
I _ I I 2 I 2
k,2
I
{o}, I 0
k Ak,3
(1414)
I _ I I I,2,,,,I 2, ,,I .2/1/2
{Sk}Ai 1_ Ak,l Ak,3/((Ak) ((Ak,l) +(Ak,2) ) )
I AT LI I,2.,,,0 +2,,,I ,2,1/2
{Gk}Ai , Ak,z Ak,3/((Ak) ((Ak,l) +(Ak’2) ) )
I, 3 r ,2,,,I .2.1/2,,,I,2
{6k,Ai 3— ((Ak,l) +(Ak,2) ) /(Ak)
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2.14,2,2 FLUGZEITMESSUNG ELEKTROMAGNETISCHER SIGNALE

Im Gegensatz zu den Richtungsbeobachtungen handelt es sich
hierbei um eine relativ "junge" Beobachtungsart :
- Mit kurzen LASER - Lichtblitzen werden die Entfernungen
zu kiinstlichen Erdsatelliten und zum Mond gemessen ,
- mit Radarpulsen werden die Distanzen zu den benach-
barten Planeten bestimmt .

Wir verwenden die folgende

Definition : Unter einer Flugzeitmessung zur Beobach-

tungszeit tj verstehen wir die mit der Uhr des Beob-
achters gemessene Laufzeit eines elektrdmagnetischen

Signals , das zur Zeit tj den Beobachtungsort ver- (142)
ldsst , zur Zeit tj+Atj am beobachteten Himmelskdrper

reflektiert wird , um anschliessend - zur Zeit tj+Atjl

wieder am gleichen Beobachtungsort detektiert zu wer-

den . Die gemessene Funktion ist Atj .
: 1

Es ist klar , dass man zur Interpretation der Messungen im
Grunde genommen die allgemeine Relativitdtstheorie heran-

ziehen sollte : zum einen sind die Massen der Planeten und
der Sonne zu beachten  , zum andern lberlegt man sich , dass
die Bewegung der Beobachtungsstation wdhrend des Interval-

les Atj nicht geradlinig-gleichfdrmig ist .
1

Die beteiligten Massen und die Beschleunigungen der Beobach-

tungsorte wdhrend Atj sind aber so klein , dass man in den
1

meisten Parameterbestimmungsaufgaben annehmen darf , dass

die Beobachtung (142) in einem Inertialsvstem im Sinne der

speziellen Relativititstheorie durchgefiihrt wurde , dessen

Ursprung §(t) sich wie folgt bewegt :

R := R —t,) -V, ' 1
R(t) Rj(t) + (t tj) VJ | (143a)

oy

Vi (143b)
> > >
S i= (R (E.+AE. )-R.(£.))/AE. » 1-=2
V3 (R4 (&g 51 J(]))/ 31 c?

-5
Wobei : Rj(t) : Ortsvektor des Beobachters_z.Z. t
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Das korrekte Vorgehen ist jetzt klar : Man transformiert

?(t) und t nach der speziellen Relativitétstheorie‘in das
"Beobachtersystém" » dessen Koordinatenachsen parallel zu
den Achsen des verwendeten Bahnkoordinatensystems sind ,

und dessen Ursprung sich nach (143) bewegt . Die notwen-

dige Transformation setzt sich zusammen aus einer Trans-

lation und einer Lorentztransformation , die bis auf Ter-
me der Ordnung V%/c2 durch eine Galilei-Transformation

( im speziellen Fall eine Identitdt ) gendhert werden

kann :
Sei :Kj(t) : Bahn des beobachteten Himmelskdrpers
im Beobachtersystem .
Dann gilt :Zj(t) = ¥(t) - ﬁj(t), ( t=t' ) (144)

Weiter Uberlegt man sich , dass Atjl = 2'Atj gilt . Die
beobachtete Funktion kann also in4klassischer {nicht~rela-

tivistischer) Niherung wie folgt geschrieben werden :

- . >
£, = 2 +At.) =R, (t.+AL, 145
bty T (tg+hty) =R, (ty+aty) |/c (145)

c : Lichtgeschwindigkeit (145a)

Verwendet man an Stelle der klassischen Ndherung (144) eine
korrekte Lorentztransformation , treten in (145) kleine
Korrekturterme ~ Vg/c2 auf , die wir jedoch nicht explizit
angeben wollen .

Aus der allgemeinen Gestalt der Fehlergleichungen (28) folgt
fir die beobachteten Funktionen (145)

n
Al {Atil}p cpttlo phy - (At3 - At§ ) = o§ (146)
2=1 2 1 !

Dabei werden die einzelnen Terme in (146) wie folgt berech-

net :
Aty = 2-

> I >T I
t.+At)) - RL(t.+AL". 1
X 3 J) J( 3 J)l/c (146a)

Zur Berechnung der partiellen Ableitungen in (146) muss

einmal mehr die Kettenregel verwendet werden :

tael 3 = 7 qael oI efal ) (146b)
1 PQI k=1 I j'k J. pl
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=TI >I I > I
Wobei : A, := r (t,+At]) -~ R.(t.+At, 146
3 r™( i J) J( 3 j) (146c)
Damit gilt ( siehe (146a) ) :
(atfy 1 = 2.aY  /18% /e, x=1,2,3 (1464)
J1 Aj,k Jlk J

Schliesslich gilt wegen (143a,b) unﬁer Vernachlédssigung

von Termen =~ V%/c2 :
I 5T I > I, >
(AL} = [ Fr(e.+AatT) - (R. (t.+At;)+R. (£.))/2 (146e)
i'p (eytaty) (J(J 3) J(J))/ ‘b

2 2

2.14.2.3 MESSUNG DES INTEGRIERTEN DOPPLEREFFEKTES EINES VOM
BEOBACHTETEN HIMMELSKORPER AUSGESANDTEN PERIODI-
scHEN S1eNALS ( MessunG VON DISTANZDIFFERENZEN )

Diese Beobachtungstechnik hat in den siebziger Jahren in
der Satellitengeoddsie - nicht zuletzt dank ihrer Zuver-
lissigkeit und ihrer Wetterunabhdngigkeit - eine ausser-
ordentliche Bedeutung erlangt . Mit der Einfiihrung des
Global Positioning System (GPS) wird diese Beobachtungs-
technik noch wesentlich verbessert werden ; ausserdem ist
anzunehmen , dass dhnliche Systeme auch in kilinstlichen
interplanetaren Raumsonden Verwendung finden werden . Die
folgenden Ausfilhrungen beziehen sich jedoch lediglich auf
das "U.S. Navy Navigational Satellite System (NNSS)" .

zu diesem System gibt es - entsprechend der grossen prak-
tischen Bedeutung dieser Beobachtungsart - eine wahre Flut
von Fachliteratur . Auf diese sei der Leser verwiesen ,

dem die sich ausschliesslich auf das Prinzipielle beschrén-
kende Diskussion in der vorliegenden Arbeit nicht ausreicht
( fiir eine elementare und griindliche Behandlung siehe

{D.E. Wells, 1974} ) .

Das Prinzip der Messung ist einfach : Deribeobachtete Satel~
lit sendet ein periodisches Signal bekannter Frequenz fS
aus , welches von Empfingern (Beobachtungsstationen) auf
der Erdoberfliche (oder in andern kiinstlichen Satelliten)

registriert wird . Dabei ist die registrierte Frequenz
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fr = fr(t) nur dann gleich der vom Satelliten ausgesandten
Frequenz fS » wenn die Radialgeschwindigkeit zwischen Satel-
lit und Empfangsstation gleich Null ist . Die Differenz
fr(t)-fS ist also éin Mass flir diese Radialgeschwindigkeit .
Nun ist es technisch nicht einfach , die Frequenzen fr(t)
mit hoher Genauigkeit zu messen . Aus diesem Grunde wird
nicht die Radialgeschwindigkeit , sondern die Distanzdiffe-
renz zwischen Satellit und Empfdnger wdhrend den Zeitinter-
vallen [t tJ+Atj gemessen . Vom mathematischen Standpunkt
aus beurtellt bedeutet dies das Ersetzen eines Differential-
quotienten durch einen Differenzengquotienten . Beim NNSS
werden diese Zeitintervalle durch den Satelliten selbst
generiert , indem dem Periodischen Signal der Frequenz fs

zu den Zeiten t0 + j-At , j=1,2,.... Zeitmarken iberlagert
werden , die dazu dienen , die Dopplerz&hler zu starten
resp. z2u stoppen . ( Flr die NNSS-Satelliten gilit librigens
At =~ 4.6 sec ) .

Die von einer Beobachtungsstation mit Nr. i zur Zeit tj

gemessene Funktion betr&gt (per Definitionem)
tj+At+At32

N. [ (£ - £ (t'))-at! (147)
J t.+at. 9
J jl

Dabei ist fg eine vom Empfd&nger generierte Frequenz der glei-
chen Grdssenordnung wie fS ; Atji , i=1,2 sind die Laufzei-
ten des Start- resp. Stoppsignals =zwischen Satellit und
Empfdnger .

Das Integral (147) kann ausgewertet werden .

Zundchst gilt ( mit den gleichen Integrationsgrenzen wie in
(147) )

£ +dt' = £ - (At+At, -At, 14
{ g g j278t5) (147a)

Weiter ist die Zahl der beim Empfdnger im Zeitintervall
[t +Atj ,t +At+At 2] registrierten Perioden gleich der An-
zahl der belm Satelllten im Intervall Et ,gj+At] emittier-

ten Perloden :
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£y*hEHAE,
{ £ (£')-at' = £_+4t ' (147b)

t.tAt.
j Il

Setzt man (147a,b) in (147) ein , so folgt das formal ein-
fache Resultat :

N. = At+ (£ -f + £ -+ (At.,-At, 147
; (£~F,) + £ 0 (btyy=dty)) (147¢)

Bei der Beobachtung kiinstlicher Erdsatelliten sind die Sig-
nallaufzeiten sehr kurz ( einige Millisec. ) , so dass man
annehmen darf , dass sich die Beobachtungsstationen wdhrend
dieser Zeiten geradlinig gleichfdrmig bewegén . Unter dieser
Voraussetzung kdnnen die Atji » i=1,2 im System des Beobach-

ters wie folgt berechnet werden :

Mgy = l?(tj+(i-1)-At)-ﬁ(tj+(i—1)-At)[/c , i=1,2 (147d)

In (147d) stecken noch weitere vereinfachende Annahmen ,
z.B. die , dass die Refraktion in der TroposphZre und in
der Ionosphidre der Erde.vernachldssigbar sind . Diese und
andere Effekte miissen bei der Verarbeitung von reellen Be-
obachtungen in Form von Korrekturtermen berilicksichtigt wer-
den ( siehe {D.E. Wells, 1974} ) .

In der Praxis wird iibrigens beim NNSS das Stoppsignal der
j-ten Beobachtung zugleich als Startsignal der (j+1)-ten
‘Beobachtung verwendet , sodass die einzelnen Beobachtungen
effektiv nicht unabhidngig voneinander sind . Normalerweise

wird diese Abhingigkeit jedoch nicht berilicksichtigt .

Abschliessend kann noch die dieser Dopplerbecbachtungs-
methode zugeordnete Fehlergleichung fiir die Beobachtung
Nr. j angegeben werden :

n

Zp{Ni} I+1 I

I I
. «( - - (N!-N.) = p. 148
L B30, py) = (NJ=NJ) = pj (148)

N§ wird (n#herungsweise) nach (147c,d) berechnet , die Berech-

nung der partiellen Ableitungen verl&uft analog wie in (146) .
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3, PARAMETERBESTIMMUNGSPROBLEME DER KLASSISCHEN
HIMMELSMECHANIK

3.1 Die AX1OME DER KLASSISCHEN MECHANIK UND DAS NEWTON’SCHE

GRAVITATIONSGESETZ

Newton beginnt sein Werk "Philosophiae naturalis principia
mathematica" {I. Newton,1687} mit einem Kapitel "Erkl&run-
gen" . Dort erl&dutert er Begriffe wie Masse , Bewegungs-
grésse (=Impuls) und Kraft . Weitere Begriffe wie Raum ,
Zeit und Ort werden als allgemein bekannt vorausgesetzt .
Im zweiten Kapitel "Grunds&dtze oder Gesetze ‘der Bewegung"
werden die drei bekannten Axiome formuliert , die wir an
dieser Stelle wdrtlich aus der deutschen Uebersetzung des

Werkes von Newton zitieren {J.Ph. Wolfers,1872} :

l. Jeder Kdrper beharrt in seinem Zustande der Ruhe
oder der geradlinig gleichfdrmigen Bewegqung ,
wenn er nicht durch einwirkende Kféfte gezwungen
wird , seinen Zustand zu &ndern .

2. Die Aenderung der Bewegung ist der Einwirkung
der bewegenden Kraft proportional und geschieht

nach der Richtung derjenigen geraden Linie , (143)
nach welcher jene Kraft einwirkt .

3. Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich ,
oder die Wirkungen zweier Kdrper auf einander
sind stets gléich und von entgegengesetzter

Richtung .

Newton ldsst diesen Gesetzen ( heute spricht man korrekter

von Axiomen ) mehrere sogenannte Zusdtze folgen , von denen
wir die beiden ersten , in welchem das Superpositionsprinzip
der Krdfte definiert wird ~ wiederum aus {J.Ph. Wolfers,1872} -

zitieren wollen .
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C D

Zusatz 1 : Ein KOrper beschreibt in derselben Zeit ,
durch Verbindung zweier Krdfte die Diagonale eines
Parallelogrammes , in welcher er , vermdge der ein-

zelnen Kridfte die Seiten beschrieben haben wiirde .

Zusatz 2 : Hieraus ergiebt sich die Zerlegung der
geradlinig wirkenden Kr&fte AD , aus irgend welchen | (149a)
zwei schiefwirkenden AB und BD und umgekehrt die

Zerlegung einer 'geradlinigen Kraft AD in die belie-

bigen schiefen AB und BD . Diese Zerlegung wird in

der Mechanik vollstd&ndig bestdatigt .

Schliesslich formuiiert Newton in demselben Werk {I. Newton,
1687} sein Gravitationsgesetz ( wir verzichten zﬁgunsten ei~-
ner durchsichtigeren Formulierung auf eine wdrtliche Wieder-

gabe ) :

Newton'sches Gravitationsgesetz

Zwischen zwei Massen wirkt eine Anziehungskraft ,
die dem Produkt ihrer Massen direkt , dem Quadrat (150)

ihrer Entfernung indirekt proportional ist .

(150) gilt streng genommen hur fiir sogenannte Massenpunkte
oder fiir kﬁgelsymmetrische Massenverteilungen . Da die Mas-
senverteilungen der Sonne und der Planeten nahezu kugelsym-
metrisch sind , und da die gegenseitigen Abstdnde dieser
Himmelskdrper sehr gross sind im Vergleich zu deren Durch-
messern , kann (150) fiir praktisch alle Aufgaben der klassi-
schen Himmelsmechanik als ausreichend gute Ndherung verwen-
det werden . ( Dass (150) die gegenseitige Anziehung eilnes
Kleinplaneten (oder Kometen) und eines grossen Planeten
(oder der Sonne) geniigend gut beschreibt , ist in Anbetracht

der Kleinheit des ersteren sowieso evident ) .
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Den Newton'schen Axiomen ist implizite ein Inertialsvstem

zugrunde dgelegt worden . Darunter ist eine Zeitskala (nach
Newton die absolute Zeit) und ein kartesisches Koordinaten-
system des dreidimensionalen euklidischen Raumes zu verste-
hen , das gegeniiber dem Newton'schen absoluten Raum nicht
rotiert {M. Schiirer,1937} .

Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Realisierung
resp. nach der Realisierbarkeit eines solchen Inertialsys-
tems . Dieses Problem , das von I. Bauersima {I. Bauersima,
1976} in extenso behandelt worden ist , interessiert in der
vorliegenden Arbeit nur am Rande ( siehe immerhin Kapitel
3.4.1 ) . Wo nichts anderes erwidhnt wird , werden wir in
dieser Arbeit das in (131) definierte "Ruhesystem der Fix-
sterne" (KS0) als geniigend gute Ndherung fiir ein Inertial-
system verwenden . ( Siehe dazu auch {I. Bauersima,1976,p.8}
Als Naherungen fir die "absolute Zeit" stehen heute Epheme-
ridenzeit und Atomzeit zur Verfiigung - erstere allerdings
nur a posteriori . ( Definition der Ephemeridenzeit siehe
{Explanatory Supplement,1961,p.69} , Definition der Atom-
zeit siehe z.B. {B.I.H.,1981} , {I. Bauersima,l980} .

Heute weiss man , dass die aus dem Axiomensystem (149) und
aus dem Gravitationsgesetz (150) folgende Theorie der Plane-
tenbewegung lediglich eine N&dherung der aus der allgemeinen
Relativitdtstheorie folgenden Theorie der Planetenbewegung
ist . _

Die Newton'sche Ndherung ist allerdings sehr gut : Einzig
die Periheldrehungen der inneren Planeten ( bei Merkur die
bekannten 43" pro Jahrhundert ) k&nnen durch die aus (149) ,
(149a) und (150) folgende Newton'sche Mechanik des Planeten-
systems nicht erkldrt werden .

Vergleicht man die Einfachheit der Newton'schen Axiome und
des Newton'schen Gravitationsgesetzes mit dem doch sehr an-
spruchsvollen mathematischen'Apparat der allgemeinen Relati-
vitdtstheorie , leuchtet es ein , dass der Praktiker noch
auf lange Sicht der Newton'schen Formulierung den Vorzug ge-

ben wird . Dies ist bestimmt bei Parameterbestimmungaufgaben
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gerechtfertigt : Prizise Beobachtungen sind ja erst im rela-
tiv kurzen Zeitintervall der letzten 300 Jahre gemacht wor-

den . Filir solche vergleichsweise kurze Zeitintervalle ist

es immer erlaubt ; die aus der allgemeinen Relativit&tstheo-
rie folgenden Periheldrehungen den nach der Newton'schen
Theorie berechneten Planetenephemeriden zu iiberlagern , oder
aber die Grundgleichungen "leicht zu modifizieren" :

a. Formel fiir die Berechnung der_Periheldrehungen
, _

Aw = 3'nfp-c2 (Bogenmass/Tag) (151)

Wo : Aw = mrelat. - wklassisch

= Gauss'sche Konstante

= Halbachse der Bahnellipse
a*(l-e?) : Parameter der Ellipse (151a)
: Numerische Exzentrizitdt

= k/a3/2 :vmittlere Bewegung

= 173.14463 A.E./Tag : Lichtgeschwindigkeit

Qs o 9w o =
i

b. Modifikation der Grundgleichungen

Diese Grundgleichungen werden im n&chsten Kapitel herge-
leitet ( siehe (156) , (156a) ) . Die relativistischen
Effekte werden in ausreichender Genauigkeit erfasst , wenn
die Hauptterme (siehe (156a)) auf folgende Weise modifiziert

werden :

Newton'scher Hauptterm Relativistischer Hauptterm

T r k?-p

-k%+(m +m,)* ~k?+ (m_+m )-—Ei-(1+3- i y § (152)
My rd o i ri 2
i =1,2,...,N ry-c
Py ist - wie in (15la) - der Parameter der betreffenden

Ellipse . Wegen der Kleinheit der relativistischen Effekte
ist es weder in (151) noch in (152) ndtig , die Bahnelemen-
te resp. Bahnparameter ndher zu spezifizieren ( oskulieren-
de/mittlere ) .

(151) resp. (152) sind Konsequenzen der Schwarzschild-L&sung
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der allgemeinen Relativitdtstheorie ( ndheres dazu siehe
z.B. {Adler,Bazin,Schiffer,1965,Kap.6} ) .

Fassen wir zusammen :

- Heute weiss man , dass die Planetenephemeriden all-
gemein-relativistisch berechnet werden mniissten .

- Die Abweichungen gegeniiber den nach der Newﬁon'schen
Theorie berechneten Planetenephemeriden sind flir rela-
tiv kurze Zeitintervalle ( kiirzer als ca. 1000 Jahre )
so klein , dass man sie durch eines der beiden fol- (153)
genden "Rezepte" in ausreichender Ndiherung erfasst :
a. Man rechnet nach der Newton'schen Theorie und

korrigiert anschliessend die Ephemeriden nach
(151) .
b. Man modifiziert die Grundgleichungen nach (152) .

Im dbrigen leuchtet es ein , dass diese Korrekturen nur dann
angebracht werden milissen , wenn tatsdchlich iber lange Zeit-
intervalle unter Einbezug der inneren Planeten (Merkur,Venus)
integriert werden muss .

Im folgenden werden wir den relativistischen Xorrekturen keine

Beachtung mehr schenken .
3.2 D1 GRUNDGLEICHUNGEN DER HIMMELSMECHANIK DES PLANETEN-

SYSTEMS

Unter dem Ausdruck "Grundgleichungen der Himmelsmechanik des
Planetensystems" verstehen wir in der vorliegenden Arbeit

die Gesamtheit aller Bewegungsgleichungen aller Himmelskdr-
per unseres Sonnensystems ( Sonne , Planeten , Planetoiden
Kometen , Monde der Planeten ) . Dabei ist klar , dass wir

es bei konkreten Problemstellungen immer nur mit einer Teil-
menge dieser Grundgleichungen zu tun haben werden .

Wir leiten die Grundgleichungen direkt aus (149) , (149a)

und (150) her . Das bedeutet , dass wir diese Gleichungen
beziiglich eines Inertialsystems aufstellen miissen . Als best-

m&gliche Ndherung filir ein solches Inertialsystem steht uns
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das in (131) definierte KSO zur Verfiigung . Anschliessend
transformieren wir die Grundgleichungen in ein nicht iner-
tiales heliozentrisches System . Wichtig ist dabei lediglich ,
dass dieses neue Koordinatensystem gegeniiber dem Inertialsys-
tem nicht rotiert . Wir kdnnen es mit dem KS1 oder mit dem
KS2 identifizieren . |

In Tabelle 12 fassen wir die verwendeten Bezeichnungen zu-

sammen

Tabelle 12
Himmelsk&rper Masse Ortsvektoren
XS0 KS1,KSs2
s e 0
onne m0 xo
-> -> -> -> (154)
Planeten m, X r, := X, = X
i i i 0
Planetoiden - |
r, := Iril
Kometen ...
i = 1'2’..0'N

Bemerkungen und Ergdnzungen zu Tabelle 12

N ist die totale Anzahl der HimmelskOrper des Planetensystems
exklusive die Sonne .

Die physikalische Bedeutung der Vektoren ?i ist (koordinaten-
systemunabhdngig) durch ?i := §i - §0 , i=1,2,...,N gegeben ;
zusitzlich darf man sie als Ortsvektoren der Systeme KS1 ,

KS2 auffassen ( siehe (132a,b) ) .

Zeit—- , Lingen—- und Masseneinheiten werden wie folgt gewdhlt :
Zeiteinheit : 1d = 1 Ephemeridentag
siehe {Explanatory Supplement,
1961,Kap.3B}
1 Astronomische Einheit | (154a)
1.49597870-10'! Meter '
Masseneinheit:1 Sonnenmasse = 1.9891-10°%° kg

Lingeneinheit:1 A.E.

( Die metrischen Aequivalente filir die Einheiten wurden dem

TAU(1976) -System der astronomischen Konstanten entnommen ) .
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Mit den Einheiten (154a) ist die Gravitationskonstante
gleich dem Quadrat der Gauss'schen Konstanten k
k = 0.01720209895 (154b)

Die Vektoren §i ' Ei sind Funktionen der Ephemeridenzeit t .
Die Ableitungen dieser Vektoren nach t definieren wir wie
tiblich durch :

L L
O SO
1

==&y ., =S=F) , i=(0),1,2,..,N (154c)
dt * dt
2{=0'1'....

Damit endlich zur Aufstellung der Grundgleichungen :

Fiqur 7 Legende
O¢ : Ursprung des KSO ( siehe (131)

01 : Ursprung des KS1 und .des KS2

-
r.

HK . ( = Sonnenmittelpunkt )

I, HK, ,HK. : Zwei beliebige Himmels-
r, i 3j
/’EE/ kdrper des Sonnensystems ( ex-
i
> klusive Sonne ) .
Xj > ->
xi ' Xj : deren Ortsvektoren im KSO
> ->
‘ T, 4 T, deren Ortsvektoren im KS1
Qg resp. KS2 .

Nach dem zweiten Newton'schen Axiom in (149) ist die Aenderung
der Bewegung - in heutiger Sprechweise die Ableitung des Im-
pulses nach der Zeit t - der resultierenden Kraft gleichzu-
setzen ( und dies filir jeden Himmelskdrper des Planetensys-
tems ) . Diese resultierende Kraft wiederum berechnet man

mit den Zus&tzen (149a) als vektorielle Summe der nach (150)
berechneten Gravitationskrédfte aller ibrigen Kdrper des Pla-
netensystems . ‘
Falls man annehmen darf , dass sdmtliche HimmelkSrper eine

kugelsymmetrische Massenverteilung aufweisen , gilt :

- ->
> (1), (1) . v %17 %y _ ‘
(m, =x; ") = - k®m, - } m.-* , i=0,1,..,N (155a)
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Da in der Newton'schen Mechanik die Massen mi,i=0,l,..,N

konstant sind , dirfen wir einfacher schreiben :

N X,- %
L X
§i2) =-%k% -] m o —o> , i=0,1,...,N (155b)
j=0 I |x,-x,|3
. . i3
J#L

(155b) ist ein gewdhnliches Differentialgleichungssystem
zweiter Ordnung mit insgesamt 3° (N+1) Gleichungen . Wir
nennen es das Grundgleichungssystem der klassischen Himmels-

mechanik bezliglich des Inertialsystems .

Subtrahiert man das Differentialgleichungssystem fiir den
Ortsvektor §o der Sonne von allen lbrigen Gleichungen (155b) ,

erhdlt man unverziiglich das System der Grundgleichungen be-

zliglich des heliozentrischen Systems :

-> -> ->
+(2) ri N ri-rj r
r.“ = - k% (m 4m,) - k% ] m.+( +—2 )
1 ¢ 1 3 : J = >3 3
r} j=1 Iri'-rj| r3 (156)
J#i ]
i = 1,2,...,N

(156) ist ein gewdhnliches , explizites Differentialglei-
chungssystem zweiter Ordnung mit 3¢N Gleichungen .
Wie allgemein iiblich fiithren wir fiir die Terme auf der rech-

ten Seite von (156) die folgenden Bezeichnungen ein :

-
r,

- kz'(m0+mi)-——i : Hauptterm der auf den i-ten
3
Ty HimmelskOrper ausgeiibten

Kraft ( pro Masseneinheit )

r,- T T
- kzqnj% +l — + —1) : Die vom Himmelskdrper (156a)
- 3 3
= rjl "3 Nr. 3 auf den Himmels-

kdrper Nr. i ausgelibte

Storkraft ( pro Massen-

einheit ) .
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Anmerkung : Normalerweise interessieren nur die L&sungen
des Systems (156) , nicht aber die L&sungen von (155b) .
Die L&sungen von (155b) k&nnen jedoch auf einfachste
Art und Weise mit Hilfe der L&sungen von (156) rekon-
struiert werden :

Man multipliziere das i-te Teilsystem (155b) mit m, und
addiere alle so entstandenen Gleichungssysteme . Man

weist leicht nach , dass gilt : .

Yooz s 2
I moex;“ =0 , 0 : Nullvektor (157a)
PO S S
i=0 4
(157a) kann zweimal integriert werden :
N
X, = X+ X (t=t ) (157b)
izomi *1 = %00 * X1 0

(157b) bringt die wohlbekannte Tatsache zum Ausdruck ,
dass sich der Schwerpunkt des Gesamtsonnensystems - in
jedem beliebigen Inertialsystem - geradlinig gleichfdr-
mig bewegt .

In unserem speziellen Inertialsystem KSO ( siehe (131) )
gilt insbesondere N

Xgy = 9, i=0,1 (157¢)

Damit aber folgt :

N N R
Im %, (154)'2 m o+ (T,4%,) =0 ,( T, =0)

i=0 * i=0
oder :
-> N -> N
X, = - }mer. /(] m; ) (1574)

i=1 i=0

Mit (157d) und” (154) wiederum folgen die L8sungen fiir die

Ortsvektoren des Inertialsystems KSO :
X; =r, + X, (157e)

Dem Differentialgleichungssystem (156) entspricht in jedem

heliozentrischen Koordinatensystem ein Differentialgleichungs-

system flir die den Ortsvektoren ;i(t)'zugeordneten Spaltenma-
(t) ] ( vergleiche (130e) ) .
k

trizen r.
iB
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Genau genommen l1l3st man bei konkreten Problemstellungen die
Differentialgleichungssysteme filir die den heliozentrischen
Ortsvektoren in einem bestimmten Koordinatensystem Bk zuge-
ordneten Komponentenmatrizen .

Das System fiir die Komponentenmatrizen folgt aus (156) , wenn

man die Vektoren durch die entsprechenden Matrizen ersetzt :

r
r, I(Z) - k2 (m_+m,) — 1Bk
1By L
i (158)
N - ]
= j 3 3 in
j=1 dij r
J
wo : (riB I)T = (riB l'riB 2’riB 3) ’ i=1,2,...,N (158a)
k k' k’ x’
d. . I = I, |- . IIi=11210-’N,j=1,2'..,N,i#j (158b)
lJBk lBk jBk
1= 2 2 1/2 .
r; = (Fip 1 *Tip ,2*Tip ,3) /2 i=1,2,...,8 (158¢)
k k k’ ;
= 2. +d2, +42 . 1/2
dij (dljBk,l leBk,Z dijBk,3) (1584)

Dass (158) ein Spezialfall von (10) ist , sieht man durch

die folgenden Relationen

n = 2 {( Ordnung des Systems )
d = 3*N ( Dimension des Systems )
Ki|= rin‘] i=1y2'..-,N
. _ i=0,1 N (158e)
si+l —‘mi f 2 l_ r 2 & o sy
Yi|= finI’ i=l'2'o¢-’N

Als Parameter vom Typ 2 ( siehe Tabelle 1 ) haben wir hier

lediglich die Massen m; i=0,1,...,N der Himmelskdrper des

Planetensystems eingefiihrt . Eigentlich kdme noch die Gravi-

tationskonstante k? dazu

’

; diese kann jedoch nur dann bestimmt

werden , wenn zusdtzlich zu Richtungen auch metrische Gr&ssen

( Distanzen , Distanzdifferenzen ) beobachtet worden sind .

Da nun die Richtungsbeobachtungen bei den Problemstellungen

: . . s s . 2
der klassischen Himmelsmechanik dominieren , werden wir k< =«
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immer als eine gegebene Konstante betrachten .

Setzen wir nun in Analogie zu (11) >
z = (rlBk'rsz""'rNBk)
(158£)
f = (lek'fZBk""'fNBk)
, kann (158) wie folgt
dargestellt werden :
v1 ) = ey | (159)

Bei Parameterbestimmungsproblemen im Planetensystem geht es
stets darum , partikul&re LOsungen des Systems (159) zu fin-’
den .

Eine solche partikuldre L8sung ist bestimmt durch die betei-
ligten Massen mi , i=0,1,...,N sowie durch die Gleichungen
(13a) resp. (13b) . v

Wird eine Aufgabe als Anfangswertaufgabe gestellt ( Fall
(13a) ) miissen Parameter ci,i=l,2,...,nl vom Typ 1 bestimmt
werden , die die Orts- und die Geschwindigkeitsvektoren aller
HimmelskSrper zur Ausgangsepoche T, bestimmen ,

wird eine Aufgabe als Randwertaufgabe gestellt ( Fall (13b) )
miissen Parameter ci,i=1,2,...,n1 vom Typ 1 bestimmt werden ,
die die Ortsvektoren sdmtlicher beteiligter Himmelsk&rper

zu den Zeiten Ti,i=1,2 eindeutig bestimmen .

SPEZIALFALL : HIMMELSKORPER MIT VERNACHLASSIGBARER MASSE

Sind in (156) alle Massen my # 0, i=0,1,...,N , wird dadurch
ein System von 3°N gekoppelten Differentialgleichungen dar-
gestellt , das simultan geldst werden muss . ‘

Es kommt aber h&ufig vor , dass im System (156) Bahnen von
Planetoiden und/oder Bahnen von Kometen (mit) berechnet wer-
den miissen , deren Massen gegeniiber den Massen der Sonne

und der Planeten getrost vernachldssigt werden dirfen . In
diesem Falle ist es mdglich , das System (156) in zwei Teil-
systeme aufzuspalten . die getrennt voneinander integriert

werden kbnnen .
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Es gelte : m,, =0 , 1* € {1,2,...,N} (160)

Lisst man im System (156) die (vekorielle) Gleichung £lir den

HimmelskSrper mit Nummer i* weg , folgt

> (2) Ty T dyy . %
73 - xromo4m,) = - k2§ m,e (=1 +-) (161)
i o i 3 L J 3 3
ri j=1 dij r:l
j#1
j#L*
i = 1,2,...,N , i # i
Wobei in Analogie zu (158b) , (1584) :
d.. =%, - T a,. = |4,.| 161
i§ 5Ty T Ty o 944 T 1945 (161a)

Im System (161) treten die Koordinaten des Himmelskdrpers mit
der Nummer i* nicht auf , (161) kann also unabhdngig vom nach-
folgenden System gel&st werden .

Mit (160) kann die i*-te Gleichung des Systems (156) wie folgt

geschrieben werden 2 > >
+(2) Tix . .5 dixg I3
r'* - - kzom . - k . Z m.'( + ) : (.162)
i 0 3 =1 J a3 rs
i i*j ]

(162) ist ein explizites , gewdhnliches Differentialgleichungs-
system mit drei Gleichungen. , das unabhdngig von (161) inte-
griert werden kann , falls auf der rechten Seite die ;j(t)
als bekannt vorausgesetzt werden diirfen . Dies aber darf man

annehmen , falls das System (161) vorher gelést worden ist .

Sind im urspriinglichen System insgesamt k* > 1 HimmelskOrper
mit vernachlidssigbarer Masse vertreten , ldsst sich (156) in
analoger Weise in ein "grosses" System mit 3+ (N-k*) Gleichun-
gen der Art (161) und in k* voneinander unaﬁhéngige "kleine" .

Systeme. der Art (162) mit je drei Gleichungen zerlegen .

Die Differentialgleichungssysteme fiir die den Himmelskdrpern
zugeordneten Spaltenmatrizen folgen aus den Systemen (161) ,

(162) , wenn man - formal - die Vektoren ;i ' Eij durch die

inl'd

|ersetzt™; i = 1,2,..,N

entsprechenden Matrizen r
) k

3 =1,2,..,N, i#j .

ijB
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3.3 DIE ZUGEHORIGEN VARIATIONSGLEICHUNGEN

Die Herleitung der Variationsgleichungen fiir die durch die
Grundgleichungen (156) definierten Parameterbestimmungsauf-
gaben der klassischen Himmelsmechanik l&uft genau nach dem
in Kapitel 2.1.5 gegebenen Schema : Das System (156) muss nach
jedem der zu bestimmenden Parameter Py ,2.=l,2,...,np ( sie-
he Tabelle 1 ) abgeleitet werden . Zu jedem Index % resul-
tiert ein gewdhnliches , explizites , lineares Differential-
gleichungssystem in der Zeit t . Die zugeh®rigen Anfangs-
resp. Randbedingungen erh&dlt man durch Differentiation der
entsprechenden Bedingungen des Prim#rgleichungssystems nach
den betreffenden Parametern .

Wir beschrdnken uns darauf , das Resultat anzugeben :

S (2) 2 1 -> 3 N ->
. = = k®*(m _+m,) == ({r .} - =s(r,<{r.,} )er. ) *)
{rl}pz ™ l) r} TPy p2 ( 1+ P *
L 1
*)
-sz'lua} 3 .@d..-1d,.1 ).
-— L] m.._——-. v - e— O ... .. L] . .
j=t a3, 4Py g2, 11 1IPy 13
. ij ij
j#i
N *
- k2] m et ({FL - S ELEL ) E ) )
=17} Py i I Py (163)
j#i
-—>-
Ty
;: , falls Py =m0 oder p, = my
—kzs < i
d r
: —%5 + —% , falls p, = m_, kéi,k#0
4a; T r
ik k
i=1,2,...,N

2 = l,2,...,np

*) Unter (g-g) ist das Skalarprodukt der Vektoren ;,g zu ver-

stehen .
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Fﬁr jeden Index % resultiert also ein Differentialgleichungs-
system mit insgesamt 3+N Gleichungen . |

Verwendet man auch hier die Schreibweise (158f) , verifiziert
man leicht , dass (163) wie folgt geschrieben werden kann :

(2) _ .
{yl}p = Py (®) {yl}p

f
. + { l}p (164a)

L L

Oder , wenn man nach (52) zz(t)l

= {y(t)l}pz setzt :

(2) _ . 0=
2, %" = Py(e) ez (e) ] + {fl}p2 r 9=1,2, 00000y (164b)

(164b) ist - wie nicht anders zu erwarten - ein Spezialfall

von (54) . Die Kolonnenmatrix {fl}p ist nur in den Fédllen
L
ungleich der Nullmatrix , wenn P, ein Parameter vom Typ 2 ,

also bei unserer Problemstellung eine der Massen mi,i=0,l,..,N
ist .
Genau gleich wie das System. (156) kann auch das System (163)
resp. (l164a,b) in Teilsysteme aufgespalten werden , die un-
abhdngig voneinander integriert werden kénnen , wenn eine
oder mehrere Massen mi , i=1,2,...,N vernachldssigt werden
k&nnen . Die explizite Gestalt der resultierenden Teilsysteme
unterscheidet sich nur unwesentlich von (163) ; wir verzich-
ten daher darauf , sie speziell anzugeben .
Man sollte sich der Tatsache bewusst sein , dass Parameter-
bestimmungsaufgaben der klassischen Himmelsmechanik rechen-
intensiv sein kénnen . Dazu
Beispiel 8 : Abschdtzung des Rechenaufwandes bei Problemen der
klassischen Himmelsmechanik

Aufgabe : Mit Hilfe von Beobachtungen der 9 Planeten und von 20 Klein-
planeten ( vernachlissigbarer Massen ) bestimme man die
Kamponenten der Orts— und der Geschwindigkeitsvektoren sdmt-
licher Himmelskdrper zur Ausgangsepoche Ty , sowie die Massen
der neun Planeten .

Wieviele Anfangswertprobleme sind bei jedem Iterationsschritt
in Schema (66) resp. (67) zu ldsen ?
Welches ist die Dimension der Differentialgleichungssysteme ?
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b
:

Es ist : N = 29 ( Anzahl beteiligter Himmelsk&rper chne Sonne )
n;= 29:6 ( Anzahl Parameter vam Typ 1 , im Beispiel wurden *)
direkt die Kamponenten der Orts/Geschwindigkeits-
vektoren z.Z. Ty als Parameter gewdhlt )
9 ( Anzahl Parameter vom Typ 2 ) *)

n =
2
n = 183 ( Totale Anzahl gesuchter Parameter ) .

Somit :
*) Siehe Tabelle 1 .

Daraus folgt , dass bei jedem Iterationsschritt in Schema (66) resp. (67)

a. ein nicht lineares Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung
mit insgesamt 3°N = 87 Gleichungen vom Typ (156) sowie

b. np= 183 lineare Systeme mit je 3°N = 87 Gleichungen gelSst werden
miissen .

Dabei kann das System (156) zerlegt werden in ein "grosses" System mit
3+ (N-20) = 27 Gleichungen der Art (161) und 20 "kleine" Systeme zu je
drei Gleichungen . Dieselbe Zerlegung gilt auch flir jedes der 183
Variationsgleichungssysteme . Man {iberlegt sich dabei leicht , dass
die Ableitungen der Ortsvektoren {fi}p fiir alle i#i* identisch ver-

L N 2' .

schwinden , falls py eine Anfangsbedingung (Komponente eines Crts— oder
Geschwindigkeitsvektors z.2. T,) des HimmelskSrpers Nummer i* mit ver-
nachldssigbarer Masse ist .

Damit reduziert sich die Anzahl der zu l&senden linearen Gleichungssys-
teme effektiv um 6°20 = 120 "grosse" Systeme mit je 27 Gleichungen und
um 6°19+20=2280 “kleine" Systeme mit je drei Gleichungen

Alles in allem miissen daher bei jedem Iterationsschritt in (66)/(67)
die folgernden Gleichungssysteme (Anfangswertaufgaben) gelSst werden :

1. Ein "grosses" nicht lineares System mit 27 Gleichungen .

2. 20 "kleine" nicht lineare Systeme mit je 3 Gleichungen .

3. np-6°20 = 63 "grosse" lineare Systeme mit je 27 Gleichungen

4. 1380 "kleine" lineare Systeme mit je drei Gleichungen .
Man tut gut daran , sich diese Grdssencrdnungen vor Augen zu halten : Es
war somit in der Vor-Camputer-Aera vllig ausgeschlossen , Parameterbestim-—
mungsprobleme der Himmelsmechanik mit dem in der worliegenden Arbeit dar-
gestellten mathematischen Apparat anzupacken . Heute ist dies auch mit
den an kleineren Institutionen vorhandenen Rechenkapazitdten durchaus
miglich . . '
Mit einem Teilaspekt der Lisung ven Systemen mit vielen Differentialglei-
chungen bei gewissen in Kapitel 2.3 vorgestellten Integrationsmethoden
werden wir uns noch in Kapitel 3.4.1 zu befassen haben (siehe Seite 157ff.) .

Abschliessend sei in diesem Kapitel daran erinnert , dass man
die den Systemen (163) resp. (164) zugeordneten Anfangs- resp.
Randbedingungen durch Ableiten der entsprechenden Gleichungen
des Primdrsystems erhdlt . Bis auf den Index I sind diese

Gleichungen identisch mit (55a) resp. (55b) .
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3.4 KoNKRETE PROBLEMSTELLUNGEN

Es liegt auf der Hand , dass man - ausgehend von den Grund-
gleichungen (156) - die verschiedensten Spezialaufgaben for-
mulieren kdnnte , je nachdem , was man dort als bekannt resp.
unbekannt annimmt .

Wir beschrinken uns darauf , in den ndchsten beiden Abschnit-
ten zwei Probleme zu diskutieren : Das erste Problem "Bestim-
men aller Parameter" ist das allgemeinst mdgliche , das zwei-
te "Bahnbestimmung" ist das bescheidenste , aber wohl auch

das in der Praxis am. h&dufigsten auftretende .

3.4.1 BeSTIMMEN “ALLER” PARAMETER DES PLANETENSYSTEMS

Diese Aufgabe ist identisch mit der L&sung des gesamten Grund-
gleichungssystems (156) , wobei alle Parameter - alle Massen
der Himmelsk8rper endlicher Masse sowie alle Anfangsbedingun-
gen - bestimmt werden miissen ( eine Formulierung als Rand-
wertaufgabe widre durchaus mdglich , wilirde jedoch bei dieser
'Problemstellung kaum Vorteile bringen ) .

Als Beobachtungen stehen haupts&dchlich Richtungen von Obser-
vatorien auf der Erdoberfliche zu den Planeten , Planetoiden ,
Kometen und den Trébanten der Planeten zur Verfigung . In
neuester Zeit wurden zus#dtzlich Distanzen zu einigen Plane-
ten mit Hilfe von Radarsiénalen gemessen , fir die zu.ldsen-
de Aufgabe dominieren jedoch die Richtungsbeobachtungen noch

( ¥ ) bei weitem .

Bevor wir die Aufgabe prédzisieren , einige Erlduterungen :

- Im Titel haben wir vom Bestimmen "aller" Parameter des
Planetensystems gesprochen . Korrekter sollte man von
der Bestimmung aller Parameter eines wohldefinierten
Modells des Planetensystems sprechen . Dabei hat die

Modellwahl der eigentlichen Parameterbestimmung voraus-

zugehen .

Die anschliessend bestimmten Parameter haben damit - streng
genommen - nur Gliltigkeit in bezug auf das verwendete
Modell .
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- Die Modellwahl ist keineswegs so eindeutig , wie man

denken kdnnte . Dazu einige Stichworte :

- Wo zieht man die Grenze zwischen Himmelskdrpern end-
licher und vernachlidssigbarer Masse ?

- Soll man einen Planeten mitsamt seinen Trabanten als
einen einzigen Massenpunkt behandeln , oder soll man
den betreffenden Planeten und alle Monde durch ver-
schiedene Massenpunkte beschreiben ?

- Welche Himmelsk&rper vernachldssigbarer Masse werden
berilicksichtigt ?

- Werden relativistische Korrekturen angebracht ?
.Welche ?

- Welche Parameter werden als bekannt angenommen resp.
aus anderer Quelle {bernommen ?

- Weléhe Beobachtungen werden verwendet ?

- Werden Beobachtungen "schlechter Qualit#t" weggelassen ?

Welche Kriterien werden dabei angewandt ?

- Ist man sich der Tatsache bewusst , dass die geschitzten
Parameter sowieso nur bezliglich des zugrunde gelegten
Modells Aussagekraft besitzen , ist die Wahl eines spe-
ziellen Modells gar nicht von so zentraler Bedeutung .
Viel wichtiger ist es , dass das in einer Auswertung ver-

wendete Modell eindeutig und pridzis definiert worden ist .

Wie eingangs erwdhnt , wurden praktisch alle Beobachtungen
von Observatorien auf der Erdoberfldche aus gemacht . Nun
ist aber der Schwerpunkt der Erde ( genauer die heliozen-
trische Bahn des Schwerpunktes der Erde ) selbst Objekt
der hier diskutierten Parameterbestimmungsaufgaben-. Das
bedeutet , dass jede Beobachtung eines Himmelsk&rpers
auch Information liber die Bahnbewegung dés Erdschwerpunk-
tes enthdlt . Weiter muss beriicksichtigt werden , dass die
Beobachtungen nicht vom Schwerpunkt , sondern von Punkten
auf der Erdoberfldche aus gemacht wurden ; jede solche Be-
obachtung enthdlt also tiberdies ( zusitzlich zur Bahn des

beobachteten Himmelsk&Srpers und zur heliozentrischen Bahn
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des Erdschwerpunktes ) noch Information zur Bewegung der
Erde als eines endlichen Kérpers ( Rotation der Erde ,
Polschwankung ) . Man k&nnte also versuchen - zusdtzlich
zu den bisher in diesem Kapitel erwdhnten Parametern =
weitere , die Bewegung der Erde als eines endlichen K&r-
pers beschreibende Parameter als Unbekannte einzufiihren .
Dieses Unterfangen ist aber in Anbetracht der mit Richtungs-
beobachtungen erreichbaren Beobachtungsgenauigkeit hoff-
nungslos . Die Reduktion der Beobachtungen auf den Schwer=-
punkt ( = Berechnung des geozentrischen Ortsvektors des
Beobachters im KS3 , siehe (133) ) kann getrost als
geniigend genau bekannt angenommen werden ( terrestrische

Messungen , Resultate der Satellitengeoddsie ) .

Bei der folgenden Problemdefinition (165) wurde versucht ,
den wesentlichen , gemeinsamen Kern aller dieser "umfassen-

den" Parameterbestimmungsprobleme zu erfassen .

Problemdefinition

Bestimmen "aller" Parameter des Planetensystems

1. Modellwahl

a. Alle in die Untersuchung einbezogenen Himmels-

kdrper werden als Massenpunkte behandelt .
b. Die totale Zahl der beteiligten Himmelskdrper
betrage 1+N ( Sonne + N weitere Himmelskdrper ).

c. Es sel N = N1 + N2

Wobei N1 resp. N2

endlicher resp. vernachldssigbarer Masse ist .

die Anzahl der HimmelskOrper (165)1
d. Die Himmelsk8rper werden so numeriert , dass
gilt :
m, #0, i=1,2,...,N

mi = 0 ’ l=N1+l 'Nl+2[ o0 'N1+N2=N
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2. Wahl der Parameter

a. Parameter vom Typ 1 ( siehe Tabelle 1 )
Wir formulieren die Aufgabe als Anfangswertauf-

gabe > (8) -
ri (TO) = riOQ,'i=l'2"...'N r 2=O,1
Als Parameter k&énnten "im Prinzip" irgendwelche ,

-
die Vektoren r, eindeutig definierenden Grdssen

i02
gewdhlt werden . Das einfachste ist es , die Ele-

mente der Spaltenmatrizen r als Parameter

. |
10£Bk

vom Typ 1 einzufilhren . Wie auch immer : Die An-

zahl n, der Parameter vom Typ 1 betré&gt n, = 6°N

b. Parameter vom Typ 2
Es treten lediglich die Massen déf Himmelskdrper
endlicher Masse als Parameter vom Typ 2 auf .
Nimmt man an , die Parameter pi,i=1,2,...,nl=6'N

seien die Parameter vom Typ 1 , darf man setzen :

pn1+l+i = mi ' 1=0,l,...,Nl

3. Beobachtete Funktionen

Als Beobachtungen lassen wir Richtungen , Distanzen ,

Distanzdifferenzen von Observatorien auf der Erde

zu den Ubrigen Himmelsk&rpern des Planetensystems

Zu . Man weist leicht nach ( siehe Kapitel 2.4.2 ) ,

dass die beobachteten Funktionen alle Spezialfille

der folgenden allgemeinen Funktion sind :
»¢j(Pl'Pz""'Pnp) = wj(;kj(tj+Atj1),;je(tj+Atj2))

Wobeil : kj : Nummer des bei der j-ten Bebbdchtung

beobachteten Himmelskdrpers .

;j (t) : Heliozentrischer Ortsvektor des
Erdschwerpunktes zur Zeit t .

Atji’i=l'2 : Die Bedeutung dieser Grdssen
ist verschieden flir verschiedene Beob-
achtungsarten . Es handelt sich jedoch
stets um Lichtlaufzeiten vom Beobachter

zum beobachteten Objekt .

(165)2
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4. Beobachtungen , a priori geschdtzte mittlere

Fehler

Gegeben sind die Beobachtungen ¢§ der Funktio-
nen ¢j(p1,p2,...,pn ) sowie a priori Schidtzungen
2

Oj der Varianzen der Beobachtungen .

j = 1,2,...,nb .

5. Schdtzverfahren

Die wahrscheinlichsten Werte fiir die Parameter (165)
3
sind ( siehe Kapitel 1) die LOsungen der folgen-

den Extremalaufgabe :

nb 2 .
) 957 (P4 (@ 4P reeerPy ))“= Min .
j=1 D ‘
Wobei : := 1 fo?
95 / ;
pj(pllpzl"'lpnp) 4 j=1,2,...,nb :

Residuen , siehe (5c¢)
6. Ldsungsweg

Die L&sung der nicht-linearen Extremalaufgabe ist

durch das Blockschema (66) evtl. (67) gegeben .

Bemerkungen zu {(165)

Zu 1. Modellwahl : Diese kann - wie schon eingangs erwahntv-

fast beliebig variiert werden . Unter dem Titel Verallgemeine-
rungen werden wir auf einige interessante Varianten eingehen .
Auf weitere Modifikationen , wie beispielsweise Berlicksichti-
gung/Bestimmung der Abplattung einiger Himmelskdrper , treten
wir nicht ein .

Zu 3. Beobachtete Funktionen : Vom mathematischen Standpunkt

aus gesehen spricht liberhaupt nichts dagegen , die beobachte-
ten Funktionen allgemeiner als in (165) zu fassen . Ein (aller-
dings hypothetisches) Beispiel : Laufzeitmessung eines Radar-
signals , das von der Erde ausgesandt , an einem Planeten re-
flektiert , und anschliessend auf einem anderen Planeten em-

pfangen wird .
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Zu 4. Beobachtungen , a priori Varianzen : Bei der L8sung der

Aufgabe (165) , die als Resultat die die Dynamik des Sonnen-
systems bestimmenden Parameter liefern soll , wird man nur
"zuverldssige" Beobachtungen beriicksichtigen . Das bedeutet
unter anderem , dass man gute a priori Schdtzungen fiir die
mittleren Fehler angeben kann . Diese Annahme ( oj,j=1,2,...,nb
bekannt ) ist insbesondere deshalb gerechfertigt , weil die
Erwartungswerte fir die nach der Methode der kleinsten Qua-
drate geschdtzten Parameter aﬁch bei "falscher" Gewichtung
gleich den wahren Parameterwerten sind ( siehe dazu auch

{G. Beutler,1982,Kap. 4.3,S.115ff,Kap.5.1,5.124,125} ) .

Zu 5. Schdtzverfahren : Bei unserer Definition der Gewichte

(g5 := 1/0§,j£1,2,...,n% ) gilt o2 = 1 . Damit wird auch die
a posteriori Schdtzung m0 * 1 zu erwarten sein ( siehe Kapi-
tel 2.1.4 ) .

Betont sei schliesslich , dass bei Verwendung des Minimumprin-
zips (6) nichts gegen die Verwendung verschiedener Beobach-

tungsarten im gleichen Parameterbestimmungsproblem spricht .

VERALLGEME INERUNGEN VON (165)

1. Ephemeridenzeit

Bisher haben wir stets angenommen , dass uns die Newton'sche:
Zeit - realisiert durch eine absolut gleichfdrmig laufende
Uhr - zur Verfligung steht . Dies stimmt jedoch - zum mindes-
ten in sehr guter N&herung - erst seit 1951 , dem Zeitpunkt ,
zu dem die erste Atomuhr in Betrieb genommen wurde . Bei al-
len vorausgegangenen Beobachtungen diente stets die Rotation
der als starr angenommenen Erde als Zeitbasis .

Eine genaue Analyse der Bahnbewegung der Planeten und vor .
"allem des Mondes zeigte , dass diese aus der Erdrotation ab-
geleitete Zeiteinheit keine Konstante war . Da aber bei der
Herleitung der Grundgleichungen in Kapitel 3.2 eine Newton'
sche Zeit vorausgesetzt werden musste , war nur ein Ausweg

denkbar : Eine neue , die Bahnbewegung von Planeten und Erd-
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mond bestm8glich darstellende Zeit , die sogenannte Ephemeri-
denzeit , musste eingefﬁhft werden . Dabei ist klar , dass
diese a posteriori in grossangelegten Analysen - wie den im
vorliegenden Kapitel besprochenén - bestimmt werden muss

( resp. bestimmt werden sollte ) .

Es wiirde den Rahmen der vorliegenden Arbeit sprengen , wollten
wir an dieser Stelle ausfiihrlich iliber die Bestimmung der in
den Jahrbiichern ausgewiesenen Ephemeridenzeit sprechen . Wir

beschrdnken uns auf einige prinzipielle Bemerkungen :

Wir gehen davon aus , dass die Beobachtungszeiten in Weltzeit
( UT ) registriert wurden .

Sodann miissen wir ein mathematisches Modell fiir den Zusammen-
hang zwischen Weltzeit und Ephemeridenzeit annehmen . Die ™
Wahl dieses Modells ist keineswegs eindeutig .Das einfachste
Modell , das aber fir die sich auf das wesentliche beschrén-

kende Diskussion vollstidndig ausreicht , ist das folgende :

Sei : t : Ephemeridenzeit .
UT : Zugehdrige Weltzeit ( = bekannte, aus
der Rotation der Erde abgeleitete Zeit ) .
J :=[t1,tnb] : Das alle Beobachtungszeiten

enthaltende Zeitintervall ( in UT ) .

J wird in n, Teilintervalle gleicher L&nge

unterteilt : (166)
g, = [ur v, ], k=1,2,.../n;
UTk = t1+(k-l)'(tnb—tl)/nI,k=1,2,..,nI+l

Ansatz : flir UT € Jk gelte :

t := UT + ATk

k=1,2,c..,n
Die AT

I

k,k=l,2,...,nI sind die =zusdtz-

lichen zu bestimmenden Parameter .

Da bei der Definition einer neuen Zeit - hier der Ephemeriden—
zeit = Nullpunkt und Zeiteinheit willkiirlich gew&hlt werden
kénnen , darf man im Modell (166) beispielsweise ATl belie?
big wdhlen . Wir diirfen daher setzen :

ATl := 0 (166a)
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Die restlichen ATk,k=2,3,...,n miissen im Rahmen einer Para-

I

meterbestimmungsaufgabe geschdtzt werden . Dazu haben wir

die Problemstellung (165) wie folgt zu modifizieren :

1. Das unabhdngige Argument t muss mit der Epheme-
ridenzeit identifiziert werden .

2. Die Beobachtungszeiten tj,j=l,2,...,nb sind als
Weltzeiten zu interpretieren . Ihnen sind die

folgenden Ephemeridenzeiten zuzuordnen :

j=1,2, ..,
k=1,2,...,n

b

I
3. In den beobachteten Funktionen in (165) muss man

. H ., = . +
tJEJk ET:J tJ/ ATk ’

folglich die Argumente der Funktion auf der rech-
ten Seite wie folgt modifizieren :
r. (t.+At, ) —> 7. (t,.+AT +At. )

J J J2 3 J

e e k773
T, (t.+At. ) ——> T (L.+AT, +At. )
r . . r . .
k.73 i LS R S
J J
4. Es seien AT]i,k=1,2,...,nI die beim I-ten Itera-
tionsschritt bei der L&sung von (165) nach Schema

(66) bekannten Néherungswgrte fir die ATk,k=...

( siehe (23) ) . Dann gilt in ausreichender Nihe-
rung ( abgebrochene Taylorreihe ) :

T, (t.+ AT +At. ) := T, (t.+At. +ATY)
Ty By ATHALy,) im Ty (EgRAty ATy
(1) . I
+ T, FAE, + . -
r . (t] At]z ATk) (ATk ATk)

( Eine analoge Entwicklung gilt fiir ;k (o)) o

1 J

5. Zum Initialisieren reicht :AT, :=0 , k=1,2,..,n

k I

(167)

Mit (167) kdnnen die Fehlergleichungen (28) schulmissig her-

geleitet werden . Man iiberlegt sich im ibrigen leicht , dass

die neuen Parameter AT, ,k=2,3,...,n

k I

genau die gleiche mathe-

matische Struktur aufweisen wie die in Tabelle 1 eingefiihr-

ten Parameter vom Typ 3 .

(166) ist in der Tat ein recht einfaches Modell filir die Funk-

tion "Ephemeridenzeit (Weltzeit)" . Mit den heute dank des
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Einsatzes von Atomuhren gewonnenen Einsichten in die Eigen-
heiten der Erdrotation k&nnte man wesentlich wirklichkeits-
getreuere Modelle als (166) ansetzen . Wegen der tatsdchlich
vorhandenen Unregelmissigkeiten in der Rotationsbewegung der
Erde wird man allerdings nie ganz auf rein empirische Parame-

ter verzichten kdnnen .

2. Realisieren eines Inertialsystem

Bei der Herleitung der Grundgleichungen (156) des Planeten-
systems haben wir nicht nur die Ephemeridenzeit , sondern
auch das Inertialsystem in Gestalt von (131) als a priori
gegebén angenommen . Diese Anﬁahme ist streng genommen nicht
korrekt , da ja der Begriff "Inertialsystem" erst durch die
Angabe des Kraftgesetzes einen Sinn erhdlt . So schreibt M.
Schiirer {M. Schiirer,1937} :

"Unter einem Inertialsystem im engeren Sinn versteht man

eine Zeitskala und ein rechtwinkliges dreidimensionales

Koordinatensystem , in dem materielle K&rper sich nach

dem Newton'schen Gravitationsgesetz bewegen .

Damit ist schon klar gesagt , dass das Inertialsystem eigent-
lich erst a posteriori , im Rahmen von Parameterbestimmungs—
aufgaben der Art (165) definiert werden kann .

Dass nie versucht wurde , ein Inertialsystem auf diesem kor-
rekten Weg zu realisieren , liegt einmal daran { dass globale
Untersuchungen der Art (165) sehr aufwendig sind , zum andern
daran , dass das in (131) definierte KSO eben eine sehr gute
Niherung eines Inertialsystems darstellt , so dass eine Ver-
besserung nicht ndtig schien . In letzter Zeit wird versucht %)
mit Hilfe "speziell geeigneter" Kleinplaneten diese Aufgabe
gezielt zu beantworten . Es kann aber kein Zweifel dariiber
bestehen , dass Fragen dieser Art nur in einem grdsseren Rah-
men — nimlich in Problemstellungen der Art (165) - behandelt
und eventuell beantwortet werden kdnnen .

Die theoretischen Aspekte dieser Fragestellung wurden im dbri-

gen von I. Bauersima {I. Bauersima,1976} sehr fundiert behan-
delt .

*) Siehe {V.I. Orelskaya, 1980}
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BETRACHTUNGEN ZUR NUMERISCHEN INTEGRATION DER GRUNDGLEI-
CHUNGEN

Die Aufgabe (165) wird iterativ nach Schema (66) geltst .
Dabei muss bei jedem Iterationsschritt eine partikulidre
Lo&sung des Grundgleichungssystems (156) durch numerische In-
tegration bestimmt werden . Zudem miissen np Variationsglei-
chungssysteme (163) geltst werden .

In der Aufgabestellung (165) haben wir angenommen , dass
insgesamt N1 Himmelskdrper mit endlicher Masse (exklusive

die Sonne) und N2 Korper mit vernachldssigbarer Masse beob-
achtet wurden . Das bedeutet , dass das Grundgleichungssys-
tem in ein "grosses" System der Art (161) mit 3-N1 Gleichun-
gen und in N2 "kleine" Systeme (162) mit je 3 Gleichungen auf-
gespalten werden kann . Dabei k&nnen die einzelnen Systeme
unabhidngig voneinander integriert werden - was nicht heisst .
dass die Systeme unabhdngig voneinander sind (t) .
Selbstverstédndlich kénnen auch die np Variationsgleichungs-
systeme (163) in analoger Weise zerlegt werden .

Zur numerischen Integration der'kleinen.Systeme (162) ist
nichts Besonderes zu bemerken : Jede der in Kapitel 2.3 vor-
gestellten L&sungsmethoden kann verwendet werden , empfehlens-
wert ist insbesondere die LSsung von Prim&rgleichungen und
von zugeordneten Variationsgleichungen nach der Methode 2.1
mit der Subroutine LAPYV2l1 ( siehe Tabelle 7 ) .

Die Anzahl der einem kleinen System zugeordneten Variations-
systeme betrdgt 7-Nl+7 ( Anfangsbedingungen der K&rper endli-
cher Masse , Apfangsbedingungen der im Moment 2zu integrie-

renden Bahn und N1+1 Massen ) S

Damit zur numerischen Integration des grossen Systems . Bei
Numerierung der HimmelskOrper gemdss (165.1d) folgt dieses

System aus (16l1) , wenn man dort N durch N1 ersetzt :

-> -
r, Ni 3 r.
(2 _ -k2+(m +m,) ~—= - k2 - m, - (—L + ) (168a)
i ¢ 1
r} j=1 I g3 r}
i 41 ij J
j#i
i=l'2’¢-c’N
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Anmerkung : Die Einschrdnkung j#i* (siehe (161)) eriibrigt
sich hier wegen der speziellen Numerierung (165.1d) , Defi-

nition der Eij siehe (16la) .

Nach (165.2a) lauten die zugehdrigen Anfangsbedingungen :

—>(2) (T ) = ;ioz , 2=0,1 , j_=1,2,...,N1 (168b)

Die dem Primidrsystem (168a) zugeordneten 7°N1+ 1 Variations-
gleichungssysteme ( 6-Nl Systeme fiir die Anfangsbedingungen ,
N1+1 Systeme fiir die zu bestimmenden Massen ) folgen aus (163) ,
wenn man dort N durch N1 ersetzt , die zugehOrigen Anfangs-
bedingungen folgen durch Differentiation der Gleichungen (168Db)
nach den betreffenden Parametern . _

Formal wire es auch hier das Einfachste , die Primdrgleichun-
gen (168a) zusammen mit den zugehdrigen 7-Nl+l Variationssys-
temen (163) mit der in Kapitel 2.3.1.2 , Tabelle 7 beschrie-
benen Subroutine LAPV21 2zu ld&sen .

Dabei stellen sich allerdings Schwierigkeiten ein , die eine
direkte Anwendung dieser Methode praktisch ausschliessen :

In jedem Teilintervall I ,k=1,2,...,m_ ( siehe (76) ) muss

bel der Methode 2.1 die gquadratische ; (g=1)xd-(g-1) - Matrix
Lk invertiert werden . Nimmt man zum Beispiel Nl—9 (=Anzahl
Planeten) und g=10 (Polynomgrad) , heisst das , dass in jedem
Teilintervall eine Matrix der Dimension 3-Nl~(q—1)=3-9-9=243
z2u invertieren ist ! Damit ist ganz klar , dass eine direkte
Anwendung der Methode auf die Anfangswertaufgabe (168) ausge-
schlossen ist . _
Mittels eines kleinen Kunstgriffs gelingt es aber dennoch ,
die elegante und in der Anwendung einfache Methode 2.1 zur
Ldsung von (168a,b) "zu retten" :

Das System (168a) setzt sich ja aus den N, Teilsystemen mit

1

e
je 3 Gleichungen fir die ri(t),i=1,2,...,N zusammen . Ent-

1
scheidend ist die Tatsache , dass diese Teilsysteme unterein-
ander nur schwach gekoppelt sind , da unter den Planeten kei- .

ne nahen Begegnungen vorkommen , und da die Planetenmassen

*) Siehe (90)
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mj ’ j=1,2,...,N1 alle um mindestens einen Faktor 1000 klein-

ner sind als die Sonnenmasse n%.

Man darf also erwarten , dass man schon sehr gute Niherungen

-T,+1 . - .
ri {(t) der durch (168a,b) definierten Bahnen ri(t) , 1i=1,2,
...,N1 erhdlt , wenn man auf den rechten Seiten von (l168a)

die Stdrterme mit gendherten Funktionen ;?(t) approximiert .

Man erhdlt so N, Differentialgleichungssysteme mit je drei

1
Gleichungen an Stelle eines einzigen Systems mit 3-N1 Glei-
chungen (168a) :
‘ | >L+1 5L, >L, ,
r, N d;. r.

+ B : e

E P e ko ) e - k2 s — ) (169a)
° ()2 =1 7@y «)?
j#i
=L 2 - , N
ey M =T =01, im1,2,000 (169b)

Es leuchtet ein , dass die durch (l169%a,b) definierten Funktio-
L+1
i

approximieren werden (i=1,2,...,N1) , je besser die auf den

nen r die durch (168a,b) definierten Bahnen umso besser
rechten Seiten von (169%a) verwendeten Ndherungen ;?(t) sind .
Die L&sungen der Aufgaben (169%a,b) und der Aufgabe (168a,b)
sind identisch , wenn man auf der rechten Seite von (169%9a)
die Approximation ;i(t) durch die exakte Ldsung von (168a,b)
ersetzt . '

Durch diese beiden Bemerkungen und durch die Schreibweise

in (169a) ist das weitere Vorgehen im Grunde genommen schon
vorweggenommen : Man definiert zundchst eine L&sung ;i(t) ’
i=1,2,...,N1 fiir L=1 ( beispielsweise die den Anfangsbedingqn—
gen (169a) entsprechenden elliptischen Bahnen ) . Damit ist
in (169) ein Iterationsprozess definiert , der abgebrochen
werden kann , wenn sich die §?+l(t) gegeniiber den ;g(t) nicht

mehr merklich &ndern .

Man kann diese Procedere aber noch wesentlich verbessern ,
wenn man sich des Blockschemas (123) erinnert , das ja zur
numerischen Integration von "beliebigen" Anfangswerten heran-

gezogen werden kann ( also auch zur L&sung von (168a,b) ) :
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Nach (123) , Block A miissen wir zundchst (168a,b) in demjepi-
gen Teilintervall 18sen , in dem die Ausgangsepoche T, liegt .
( In (123) haben wir dieses Intervall mit Ik‘ bezeichnet ) .
Es steht uns selbstverstindlich frei , dies "iliber den Umweg"
(169a,b) zu tun : Anstatt das Anfangswertproblem (168a,b)
direkt zu.lésen , l6sen wir die N1 Systeme (169a,b) , wobei
wir diese L®sungen iterativ verbessern miissen (L=1,2,...,L*) ,
bis wir eine geniigend gute Approximation von (168a,b) erreicht
haben . Dieser Iterationsprbzess (16%9a,b) wird sehr rasch

konvergieren , da mJ << my j=1,2,...,N; gilt , und da die An-

1
fangsbedlngunge\\(IGSb) und (169b) identisch sind . Als Resul-

tat folgen jedenfalls die lokalen Approximationen ;k' (t)

im Intervall Ik' der exakten L8sungen der Anfangswertaufgabe
(168a,b) (i=l,2,...,Nl) . Nach welcher Methode wir dabei die
Anfangswertaufgaben (169a,b) 1l8sen , ist im Prinzip nicht wich-
tig . Von Bedeutung ist hingegen , dass die Dimensionen der
Systeme (169a) so klein sind ( d=3 ) , dass wir ohne weiteres
die - auch zur L8sung der Variationsgleichungen geeignete -
Methode 2.1 anwenden kénnen .

Bei Integration in positiver Zeitrichtung haben wir als ndchs-
tes im Punkt t¥, , ( rechte Intervallgrenze von I, (siehe
(76b)) ) Anfangswerte flir ein neues Anfangswertproblem zu de-

finieren ( siehe (123) , Block D ) :

> () ._ = % (2) - ' ‘
rk|+1'i(t]tl+1) L rkl (tk|+l) ’ ,Q,—O,l (1708.)
i=l 2,-.-,Nl
Die Funktionen rk +1, (t) sind Ldsungen des Differentialglei-

chungssystems (168a) zu den Anfangsbedingungen (170a) .
Dieses neue Anfangswertproblem kdnnen wir im Intervall Ik,+1
analog wie die urspriingliche Aufgabe in Ik' 1l8sen .

Der wichtigste Unterschied ist der , dass sich aus

>L (2 *(g)
Trr+1,i ) ) .- (t* ) ,2=0,1,...,9 , L=1 (170b)

(e =TIy, 1 fxrn
i=1'2'lQ.’N

k'+1
1

schon derart gute
Ndherungen flir die Funktionen r1,+1 l(t) angeben lassen ( sie-

he (124b) ) , dass sich bei der LSsung der Anfangswertaufgabe
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(168a) , (170a) "auf dem Umweg iiber (169a,b)" eine Iteration
effektiv eriibrigt .

Da sich auch die (168a,b) zugeordneten 7+¢N.+1 Variationsglei-

1
chungssysteme in gleicher Weise zerlegen lassen , haben wir
das gewlinschte Resultat :

Anstatt fir die Nl
neares System von 3N
( und 7'Nl 1

zu integrieren , kdnnen wir getrennt voneinander fiir jeden

Himmelskdrper endlicher Masse ein nicht 1li-
1 gekoppelten Differentialgleichungen
+1 lineare Systeme der Dimension 3«N

) numerisch

Himmelsk&rper ein nicht lineares System mit drei Gleichungen
(und 7-N1
grieren . Damit k&nnen wir - genau wie bei den Himmelskdrpern

+1 lineare Systeme der Dimension 3) numerisch inte-

vernachldssigbarer Massen ~ die Grundgleichungen fiir den be-
treffenden HimmelskOrper zusammen mit den zugehdrigen Varia-
tionsgleichungen mit der in Tabelle 7 beschriebenen Subrou-
tine LAPV21 l1ldsen .

Noch wichtiger ist bei diesem Lasungsweg der Umstand zu wer-
ten , dass man fir jeden Himmelskdrper einen geeigneten Poly-
nomgrad und eine geeignete Intervallunterteilung - beispiels-
weise nach (B7.lc) - wdhlen kann . Das wird zur Folge haben ,
dass man zur Integration der inneren Planeten das Intervall I
({ siehe (76a,b) ) wesentlich feiner als filir die &dussern Pla-
neten unterteilen wird .

Wird hingegen -wie heute noch allgemein iiblich - das System
(168a,b) direkt integriert , muss man die Intervalleinteilung
den innern Planeten anpassen , also auch fiir die &dussern Pla-
neten mit sehr kleinen Teilintervalldngen arbeiten .

Es sei betont , dass die Lésungsmeﬁhode der Grundgleichungen
(168a,b) "via (169a,b)"” in diesem Abschnitt nur skizziert
wurde . Zwischen dieser Skizze und dem ausgereiften Parameter-
bestimmungsprogramm liegt noch sehr viel Arbeit . Es kann aber
kein Zweifel daran bestehen , dass man auf diesem Weg zu einem
machtvollen Hilfsmittel zur Schdtzung von Parametern des Pla-

netensystems gelangt .
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3.4,.2 BAHNBESTIMMUNGSPROBLEME

Die reinen Bahnbestimmungsaufgaben sind wohl die bekanntes-
ten Parameterbestimmungsprobleme der klassischen Himmelsme-
chanik . Wihrend die im letzten Kapitel besprochenen Aufgaben
in der klassischen Literatur kaum in geschlossener Form be-
handelt werden , wird der Bahnbestimmungsaufgabe in jedem
Himmelsmechanik - Lehrbuch sehr viel Platz eingerdumt . Die
wichtigsten Methoden wurden von so bedeutenden Mathematikern
wie Gauss , Laplace und Lagrange um die Jahrhundertwende vom
18. zum 19. Jahrhundert entwickelt . Unndtig zu sagen , dass
diese Verfahren fiir die Handrechnung und nicht fiir die pro-
gfammgesteuerte Maschinenrechnung entwickelt wurden . Es kann
daher auch kaum erstaunen , dass einige der iberlieferten
"Bahnbestimmungsrezepte" zwar einfach anzuwenden , flr den
nicht einschl&dgig vorgebildeten Mathematiker aber kaum ver-
stdndlich sind .

Eine weitere Folge dieser "Handrechnermentalitdt" ist die ,
dass sich bis heute eine kaum mehr gerechtfertigte Problem-
einteilung behauptet hat : man unterscheidet ndmlich in der

klassischen Literatur zwischen Bahnbestimmung und Bahnver-

besserung ( wobei meistens Bahnbestimmung von Himmelskdrpern
vernachlissigbarer Masse gemeint ist ) :

a. Bahnbestimmung oder erste Bahnbestimmung

Aus drei beobachteten Richtungen von Observatorien auf der
Erdoberfliche zum HimmelskSrper (vernachl&ssigbarer Masse)
zu den Beobachtungszeiten tj,j=1,2,3 soll die heliozentri-
sche Bahn ;(t) des Himmelskdrpers bestimmt werden .
Implizite werden die folgenden Voraussetzuﬁgen gemacht :

- Die heliozentrischen Ortsvektoren der beobachtenden
Stationen zu den Zeiten tj,j=l,2,3 sind gegeben ,

- die St8rungen sdmtlicher Planeten (und Monde) k&dnnen
vernachldssigt werden ,

- das Zeitintervall , das die drei Beobachtungszeiten
enthidlt , ist klein im Vergleich mit der Umlaufszeit
des betreffenden Himmelskdrpers (bei elliptischen
Bahnen (!) ) .
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Als Resultat erhdlt man die‘Bahnelemente ( bei elliptischen
Bahnen k&nnen beispielswéiéé die in Beispiel 7 , Figur 4 ein-
gefiihrten Gr&ssen verwendet werden ) .

Da bei dieser Problemstellung die Anzéhl der beobachteten
Funktionen gleich 6 ( pro beobachtete Richtung 2 Funktionen )
und die Anzahl der Unbekannten gleich 6 ( sechs die Komponen-
ten von Orts- und Geschwindigkeitsvektor zu einer Zeit T,
resp. sechs die zwei Ortsvektoren zu den Zeiten T; und T, ein-
deutig definierende Parameter ) ist , k&nnen keine.mittlere

Fehler der resulierenden Parameter angegeben werden .

" b. Bahnverbesserung

Die unter a. bestimmten "ersten" oder "vorliufigen" Bahnele-
mente werden hier unter Verwendung aller (Richtungs)Beobach-
tungen des betreffenden HimmelskSrpers mit einem Schema der
Art (66) oder (67) iterativ verbessert . Bei jedem Iterations-
schritt miissen dabei die Bewegungsgleichungen fiir die Bahn

des HimmelskOrpers und die zugehdrigen Variationsgleichungen
geldst werden . Die L8sung erfolgt auf "analytischem"/"numeri-
schem" Weg , je nachdem die Planetenstdrungen nicht beriicksich-

tigt resp. berilicksichtigt werden .

Da bei dieser Aufgabe die Anzahl der Beobachtungen (im Sinne
von (3)) die Anzahl der Unbekannten iibertrifft , k&nnen die
Fehler der resultierenden Parameter ( und von Funktionen die-

ser Parameter ) nach Kapitel 2.1.4 abgeschdtzt werden .

Dass diese Unterteilung in Bahnbestimmung und Bahnverbesserung
nicht sinnveoll ist , ist seit geraumer Zeit bekannt . So
schreibt P. Herget als Einleitung zur Beschreibung eines

speziellen Bahnbestimmungsprogramms {P. Herget,1965} :

" It would be a constructive achievement to dispel the
myth that "a preliminary orbit can be computed from

three observations" .

Zu zeigen , dass diese Problemunterteilung nicht nur nicht
sinnvoll , sondern auch liberfliissig ist , ist eines der Ziele

des vorliegenden Kapitels .
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Die zu besprechenden Bahnbestimmungsverfahren lassen sich

durch die folgenden Punkte kurz charakterisieren :

Die Algbrithmen zeichnen sich - nach Meinung des Autors
jedenfalls - durch formale Einfachheit , mathematische
Korrektheit und durch universelle Anwendbarkeit aus .

Der numerische Rechenaufwand ist bei diesen Verfahren
grésser als bei den klassischen Verfahren , fdllt jedoch
bei Verwendung von Kleincomputersystemen kaum nachteilhaft
ins Gewicht .

Es kdnnen von allem Anfang an "beliebig viele" Beobach-
tungen verarbeitet werden .

Stdrungen kdnnen -{falls gewlinscht - von Anfang'an beriick-
sichtigt werden . | '

Uebertrifft die Zahl der Beobachtungen (im Sinne von (3))
die Zahl der Unbekannten , werden die mittleren Fehler der
Unbekannten (und eventuell von Funktionen dieser Unbekann--
ten) nach den Formeln von Kapitel 2.1.4 geschatzt .

Wir werden die zu bestimmenden Parameter stets so wdhlen ,
dass "listige Fallunterscheidungen" (elliptische/paraboli-
sche/hyperbolische Bahnen) im Rahmen der eigentlichen Bahn-
bestimmung nicht ndtig sind . ( Solche Fallunterscheidun-
gen sind erst dann ndtig , wenn abschliessend die (oskulie-
renden) Bahnelemente zu einem Zeitpunkt T, angegeben wer-

den sollen ) .

Um einen direkteren Vergleich mit den klassischen Bahnbestim-

mungver fahren zu ermdglichen , wollen wir die Bahnbestimmung

ohne Stdrungen von der allgemeineren Aufgabe (Bahnbestimmung

mit Std8rungen) unterscheiden , obwohl dies im Prinzip nicht

ndtig widre , da ja die Bahnbestimmung ohne Stdrungen als ein-

facher Spezialfall in der allgemeineren Aufgabe enthalten ist .

1.

Bahnbestimmung ohne Stdrungen

Die heliozentrische Bahn des becobachteten Himmelskdrpers ist

Ldsung des Differentialgleichungssystems :

>

;(2)
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(171) folgt aus dem allgemeineren Gleichungssystem (162) ,
wenn man dort den Index i* und s&mtliche Stdrterme weg-
ldsst , und zudem die Sonnenmasse m, = 1 setzt . Flir den

numerischen Wert der Gauss'schen Konstanten k siehe (154b) .

2. Bahnbestimmung mit Stdrungen

Die heliozentrische Bahn des beobachteten Himmelsk&rpers

wird durch (162) beschrieben ( Weglassen des Indexes i* ,

Sonnenmasse my = 1 ) N >
- (2) 2 ; 2 T _dl _I_.l
j=1 - 3 ]

Wobei : N : Anzahl der bei einer speziellen Aufgabe
zu berilicksichtigenden St&rplaneten ,

mj,j=l,2,..,N : deren Massen ,

;j(t).j=1,2;...,N deren heliozentrische (172a)

Ortsvektoren ,

Ej (£) = r(t) - Fj (£) ,» 3=1,2,...4N

Es dlirfte einleuchten , dass die Anzahl N der stdrenden Him-
melskdrper von Aufgabe zu Aufgabe variieren kann . So genligt es
hdufig , nur den grdssten Stdrterm - bei Kleinplaneten im all-,
gemeinen den von Jupiter - zu beriicksichtigen . Bei andern
Aufgaben mag es nétig sein , zusidtzlich zu diesem Term die
Stérungen eines Jupitermondes (naher Vorilibergang eines Kome-
ten am Jupiter) 2zu beriicksichtigen . Wie auch immer : die
Aufgabe wird stets durch ein Differentialgleichungssystem

der Art (172) beschrieben .

Wichtig ist einzig und allein , dass alle Grdssen in (172a)

als bekannt vorausgesetzt werden dliirfen ( mit Ausnahme der

zu bestimmenden Bahn ;(t) natiirlich ) . Es wird also ange-
nommen , dass ein Modell des Planetensystems zur Verfiligung
steht . Dabei ist es wichtig , dass dieses Modell in "compu-
ter—-gerechter" Form vorliegt , sodass der arbeitsintensive Um-
weg lber die Jahrblicher liberfliissig ist . Ein solches Modell

steht der Sternwarte Zimmerwald dank der Arbeit von M. Roth-
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acher zur Verfiigung : die Planetendaten sind so in Disk-
Datenfiles (schnelle Zugriffszeiten!) abgespeichert worden ,

dass die Orts- und Geschwindigkeitsvektoren der Planeten

mit ausreichender Genauigkeit fiir jeden Zeitpunkt des zwanzig-

sten Jahrhunderts in kurzer Zeit berechnet werden kdnnen

( siehe {M. Rothacher,1982} ) .

Da diese Aussage auch fiir die Koordinaten des Erdschwerpunk-
tes im KS1 gilt , ist insbesondere die auch bei der Bahnbe-
stimmung ohne Stdrungen notwendige Berechnung der heliozen-
trischen Ortsvektoren der Beobachtungsstationen zu den Beob-

achtungszeiten unproblematisch .

Damit aber zu den konkreten Problemstellungen : Durch die
Differentialgleichungen (171) resp. (172) allein sind die
Bahnen der Himmelskdrper noch nicht eindeutig festgelegt :
Es miissen noch Rand- resp. Anfangsbedingungen definiert wer-

den :

3.4,2,1 BAHNBESTIMMUNG ALS RANDWERTPROBLEM

In der Literatur werden Probleme dieser Art unter dem Titel
"Bahnbestimmung nach dem Gauss}schen Prinzip" behandelt .
Wir werden auf die historischen Aspekte abschliessend im Ab-
schnitt "Bemerkungen zu der klassischen Gauss'schen Bahnbe-

stimmung" eingehen . Im vorliegenden Kapitel aber werden wir

'die "Bahnbestimmung als Randwertproblem" von den allgemeinen

Ldsungsschemen (66) , (67) ausgehend entwickeln .
Doch zundchst einige Vorbemerkungén :

- Die Ldsungsschemen (66) , (67) unterscheiden sich nur
infolge der verschiedenen Abbruchkriterien ( siehe Kapitel
2.1.6.2 , (62) resp. (64) oder (65) ) . Wir haben dort ge-
sagt , dass vom mathematischen Standpunkt aus gesehen das
Kriterium (62) das korrektest mdgliche , die Kriterien
(64) , (65) aber einfacher in der Anwendung sind . Da die
hier zu l18senden Aufgaben nicht sonderlich rechenintensiv
sind , lisst sich die Verwendung des Abbruchkriteriums

(64) rechtfertigen :
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Bei der L&sung von reinen Bahnbestimmungsaufgaben

(als Rand- oder als Anfangswertproblem) verwenden

wir das Abbruchkriterium (64) . Das bedeutet , (173)

dass die LOsung nach Schema (67) zu erfolgen hat .

Dieses Kapitel hdtte prdziser mit "Bahnbestimmung als lo-
kale Randwertaufgabe" {iberschrieben werden sollen , denn

- nur diese Aufgaben haben wir in Kapitel 2.3 behandelt .
Dies ist effektiv aber keine Einschrinkung , da wir ja in
der Wahl der Randepochen T, und T, v8llig frei sind ;

wir kénnten sie also so naherbeieinander wdhlen , als dies
nétig erscheint . Um aber die Diskussion zu vereinfachen ,

soll die folgende Annahme getroffen werden :°

Seien : np ot Die Anzahl der beobachteten Richtun-
gen ( die Anzahl der Beobachtungen
im Sinne von (3) betrdgt dann
n, = 2°nR ) . | _
I : Kleinstes Zeitintervall , das alle (;74)
Beobachtungszeiten enthilt .
Annahme : Bei der numerischen Integration soll
sich eine Intervallunterteilung nach (76) eriibri-
gen , resp. e€s delte m, = 1.
Damit reduziert sich das L&sungsschema (123) , das wir zur

allgemeinen L&sung von lokalen Randwertaufgaben durch
numerische Integration zu verwenden haben , effektiv auf
den ( nach der ersten Bemerkung auf Seite 105 modifizier-
ten ) Block A . Die Verallgemeinerungen , die sich bei
Verzicht auf die Voraussetzung (174) ergeben , beschrinken
sich auf das Teilproblem der numerischen Integration , und

lassen sich unmittelbar dem Blockschema (123) entnehmen .

Bei der LOsung der Differentialgleichungssysteme
(171) resp. (172) miissen wir ein wohldefinie:tes
Koordinatensystem verwenden . Wir machen ab , fiir
die eigentliche Bahnbestimmung ( ob als Rand- oder (175)

als Anfangswertproblem ) stets das in (132a) defi-

nierte System KS1 zu verwenden .
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Damit endlich zur Probleml&sung nach Schema (67) :

Bldcke A und B* , Schema (67)

In Block A sind die Parameter pi,i=l,2,...,6 zu wdhlen .

Diese k&nnen "im Prinzip" auf sehr viele verschiedene Arten

definiert werden . Wir wollen so vorgehen , dass wir

a. in Block B* auf mdglichst einfache Art und Weise erste
Ndherungen angeben k&nnen , und dass wir

b. im Abschhitt "Bemerkungen zur klassischen Gauss'schen
Bahnbestimmung" nicht mehr allzu viele Transformationen
durchfiihren miissen .

Wie auch immer : Die sechs zu wdhlenden Parameter missen

die heliozentrischén Ortsvektoren zu den zwei - ebenfalls

frei wihlbaren - Epochen T; und T, eindeutig festlegen .

In Kapitel 2.4.2.1 haben wir die Gleichungen (137a)1aus der
Figur 6 hergeleitet :

-> : - -
r(tk-Atk) =R, +.4 e , k=1,2,...,n (176)

k k "k R

Dabei ist tk die bekannte Beobachtungszeit , Atk ist die un-

bekannte Lichtlaufzeit vom beobachteten Himmelskdrper zur
Zeit tk-Atk zum Beobachter zur Beobachtungszeit tk ' ﬁk ist
der heliozentrische Ortsvektor des Beobachters zur Zeit tk ’
A, ist durch (137a)2 definiert :

k
> -
Ay :=|r(tk—Atk)—Rk| » 0ty =B /c 4 k=1,2,..0,mp (176a)

Wiren nun die Lichtlaufzeiten Atk,k=l,2,...,nR von vornherein

bekannt , wire es wohl das nichstliegende , die Epochen Ti ’

, i
k,7#k, zu identifizieren , und anschliessend iber die Parameter

i=1,2 mit zwei Zeiten t; _Atk ,1=1,2 ,]ﬁie{l,2,...,nR} ,1i=1,2
i

wie folgt zu verfigen :

pp = A r P2 = A r P3 = 0O r Pu =0
K, ko ki k, (177)

Ps = 6k1 r Ps = sz

=
Dabei sind die a ,9 die aus der Bahn r(t) folgenden Rektas-

. -
zensionen und Deklinationen der Einheitsvektoren ek ,1i=1,2 im

System KS1 ( siehe (137b) ) . *
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Man {iberzeugt sich leicht davon , dass die Parameter (177)

die Randwerte ;(Ti)A= ;(tk -Atk ) eindeutig festlegen (i=1,2) .
i i

Der Vorteil der Parameterwahl (177) gegeniiber anderen Mdglich=-
keiten ist die , dass nur fir die ersten zweli Parameter plau-
sible erste Ndherungen gesucht werden miissen ( siehe unten ) ,

wdhrend fiir die restlichen Parameter direkt die Beobachtun-

k.'sk,
1 i

gen verwendet werden k&nnen !

gen a ( siehe (138) ) als hervorragende erste Ndherun-

Dass wir die Parameter nicht exakt nach (177) wdhlen kbnnen ,
liegt daran , dass die Lichtlaufzeiten nicht a priori bekannt
sind .

Wir setzen daher :

_ _ N L _ N , .
Tl = tl Atl ‘ T2 : tn Atn (178a)
R R
Dabei sollen die Ati ' k=1,k=nR bekannte Ndherungswerte filr
die unbekannten Lichtlaufzeiten Atk,k=l,k=nR sein . Es wire

durchaus mdglich , diese Ndherungswerte gleich Null zu setzen ;
den allgemeineren Ansatz (178a) wdhlen wir , um einen besseren
Vergleich mit den klassischen Verfahren zu ermdglichen .
Analog zu (176) diirfen wir die Vektoren T (t, -Aty) , k=1,k=ng

als Linearkombinationen schreiben

- > N ug g > - - > N .__» * .‘—)*
- - - +A*eo* r . :=r(t_ =-atN)=R_ +4 €
£y rlemAt)) = RyFATTeY v Ty ( np %k "R "R "R

(178Db)

Die Gleichungen (178b) sind als Definitionsgleichungen der
Vektoren Zﬁ = Ai'gﬁ , k=1, , k=nR zu verstehen . Der Vektor
A* ist durch drei GrOssen , beispielsweise durch A; und durch

die Polarkoordinaten af,é{ im Koordinatensystem KS1 ( siehe
(132a) ) eindeutig definiert . Wichtig ist , dass sich die
numerischen Werte dieser Grdssen nur wenig von den numeri-
schen Werte der in (177) aufggfﬁhrten Grotssen ( fir k1=1 )
unterscheiden . ( Das gleiche gilt sinngemdss fiir den Vektor
a* )
R
Definiert man also die Epochen Ti,i=l,2 nach (178a) und die

zu bestimmenden Parameter (siehe (178b)) durch
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R _ R (178c)

, sind die folgen-
den ersten Nidherungen filir die vier letzten Parameter sicher
von ausreichender Qualitdt , um eine Konvergenz des Iterations-
prozesses (67) zu garantieren : ’

I :=1:p.:=al,pr:= al pr i= 8 51 (178d),
R R

o)
o
|

Flir die Distanzen Ai stehen keine vergleichbar gute Ndherun=—
gen zur Verfiigung - sie wurden schliesslich nicht beobachtet.
Man muss sie somit grob abschdtzen . Flir "normale" Kleinpla-

neten ist es sicher naheliegend zu verlangen , dass

I:=1 : |Fle, -ae)) | :=a, = 2.7 A.E. , k=1,k=np (1784d) ,
gilt . Man
nimmt also an , dass der betreffende Himmelskdrper ein Objekt
des Asteroidengilirtels zwischen Mars und Jupiter ist .
Unter Beriicksichtigung von (178b) lassen sich aus (178d)2 erste
Ndherungen fiir die Distanzen Aﬁ herleiten , falls man noch in
(178b) cdie Vektoren gi durch die aus den Beobachtungen zu den

—)
Zeiten tk folgenden Vektoren ei ' k=l,k=nR ersetzt :

I :=1: A;I :=-(e"R ) + J (ek'Rk)2+ a§ - ﬁﬁ (178e)

k=1,k=nR R

Vollstdndigkeitshalber wollen wir noch die Definitionen der

—->
Komponentenmatrizen eil der Vektoren eﬁ im XS1 nachtragen :

ycosa* cosdé*

k k
* [—] 3 * * = —1
ek[ sinaf COS(Sk , k=1,k n, (178f)
sin@ﬁ_

Selbstverstdndlich kann man an Stelle von (178d1,e) andere
Intitialisierungen verwenden , falls aus einer anderen Quelle
schon eine Ndherungsbahn bekannt ist . Die.Naherungswerte

(178d1,e) sind aber schon so gut , dass im Normalfall bei der
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iterativen L&sung nach Schema (67) nur wenige Schritte ( typi-
sch etwa 3 - 4) ndtig sind . Eine "verbesserte Initialisie-

rung" bringt also keine grosse Einsparungen an Rechenzeit .

Blocke C , D1 , D5 ( Schema (67)

a. Bahnbestimmung mit StOrungen

Die Randwerte des Primdrgleichungssystems (172) sind durch

die Gleichungen (178b) eindeutig bestimmt .

Da wir nach (175) stets das System KS1 verwenden , sollten
wir korrekterweise an Stelle von (172) , (178b) die Gleichun-
gen fir die den Vektoren ;(t) ' ;(tk-Atk),k=l,k=nR im KS1 ent-
sprechenden Komponentenmatrizen (siehe (130e)) angeben . Wir

verzichten darauf zu Gunsten der Einfachheit .

Nachzutragen haben wir an dieser Stelle die dem Differential-
gleichungssystem (172) zugeordneten Variationsgleichungssys-
teme flir die in (178c) definierten Parameter;pi ri=1,2,..,6 o
Diese leitet man ohne Schwierigkeiten aus den allgemeinen
Gleichungen (163) ab ( m, =1, m, =0, Wegiassen des.Indeigs
i , berilicksichtigen , dass fiir die Parameter (178c) {;j}p =0 ,
£=1,2,...,6 gilt ) : .

—2'(2) = = k2._l_.. (;Q,- %2;(;.;2) or )

2 r3
N (1789)
3 -> -+ ->
—kz - Zm.c-—_—.( > --—T.(d .2 )od )
j=1 | dJ L dj 5 2 3

Qa = 1'2'000'6

-
22

Dabei haben wir gesetzt :="{;(t)}p , =1,2,...,6 (178h)

L

Die (178g) zugeordneten Randbedingungen erhilt man wie iiblich
durch Ableiten der Gleichungen (178b) nach den Parametern
(178c) : ’

-> - -> > - > -> ->
z,(T,) =e* , z (T,) =0, 2,(T) =0, z_(T,) = e*

1 1 1 2 2 1 272 nR,(l781)1
- - '
z,(T,) = A +{&*} .,z (T) =0 -
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> > > .
z (T.) =0 z (T.) = A* +{e* }

A %y tT2 np np'P,
- >

T ) = A¥-{e*} z_ (T.) =0 :

zs( 1) 1 1 ps' 5'72 (178i)2
-> > >
z (T ) =20 z (T ) = A% +{e* }

6§ 1 ' %672 np . np' P,

RS
Die partiellen Ableitungen der den Vektoren eﬁ zugeordneten
Komponentenmatrizen ei[ lassen sich , ausgehend von (178f) ,

elementar berechnen ( k=1 , k#nR ) .

In Block D1 von Schema (67) muss bei jedem Iterationsschritt
I=1,2,..,I* ein lokales Randwertproblem der Art (172) ,
(178b) geldst werden ( Lésung Von (172) zu den beim I-ten
Schritt bekannten Randwerten r (t At ) k=l,k=nR ergibt
die Bahn r () ) .
Dieses Teilproblem 18st man iterativ mit den in Kapitel 2.3.2
gegebenen Methoden . Somit hat man - unter anderem - die Auf-
gabe , eine erste Ndherung r (t) fir d1e Bahn r (t) anzuge-
geben . Da das Differentialgleichungssystem (172) von der spe-
ziellen Gestalt (110) ist ,.kann man fiir I = 1 die Komponen-
ten von ;I'l(t) nach (110a,b,c) durch Polynome dritten Grades
approximieren .
Fiir I > 1 kann man aber eine wesentlich bessere erste Ndherungs-
bahn angeben , da ja'gilt':

| 8 I-1 -1, I-1

tle) = 27 + [ 2, M) apy o+ o(0p; hp ) (1783)
2—

I>1
Fiir I > 1 kann man daher die folgende erste Ndherungsbahn
fir ;I(t) definieren :
6 .
zhrleey o= 217N (e) + ) 7 () eapy (178Kk)
=1

In Block D5 sind die sechs Variationsgleichungssysteme (178qg)
zu ltsen . Werden die Primdrgleichungen mit der Methode 2.1

geldst , erhdlt man die L8sungen von (178g) ohne grossen Auf-
wand , wenn man die Subroutine LRPV21 (siehe Tabelle 8) ver-

wendet .
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b. Bahnbestimmung ohne St&rungen

Hier ist das Primdrgleichungssystem durch (171) gegeben ,
die Randvektoren hingegen sind wie bei der Bahnbestimmung
mit Stdrungen durch (178b) gegeben . |

Die Variationsgleichungssysteme folgen aus (179a) durch Ver-
nachldssigung sdmtlicher Stérterme s,

> (2)

1., > 3 > :
z, = - kz-:;;( z, - ;;-(r~z£)-r ) , %=1,2,...,6 (179a)

Die (179a) zugeordneten Randbedingungen sind die gleichen wie
bei der Bahnbestimmung mit St&rungen ( siehe (178i) ) .

Bei der Bahnbestimmungsaufgabe ohne St&rungen miissen also in
Block D1 die nicht-lineare Randwertaufgabe (171) , (178b)

und die sechs linearen Aufgaben (179%9a) , (178i) geldst werden .
Dabei ist bekannt , dass jede durch (171) , (178b) definierte
Bahn ein Kegelschnitt (Ellipse,Parabel,Hyperbel) ist .

Es wdre daher durchaus mdglich , in D1 die numerische Integra-

tion durch analytische Methoden zu ersetzen : Man hat ledig-

lich die Aufgabe (analytisch) zu l&sen , die Bahnelemente aus
den Randwerten (1785) zu berechnen . Diese Aufgabe ist unter
der Voraussetzung (174) - die ja im wesentlichen sagt , dass
die Punkte ;(tk-Atk),k=l,nR benachbart sind - nach K. Stumpff
"ohne grosse Schwierigkeiten" l8sbar ( siehe {K. Stumpff,Bd.l,
§§ 50,51,52} ) . Allerdings hat man auf diesem analytischen
‘Weg die berﬁhmt-berﬁchtigte , auf Gauss zurilickgehende "Sek-
tor:Dreieck - Geschichte" zu bewdltigen .

Wir ersparen uns dies , indem wir trotz allem in D1,D5 von
Schema (67) die entsprechenden Randwertaufgaben durch numeri-
sche Integration 18sen . Wir machen aber - genau wie in Bei-
spiel 6 - von der Tatsache Gebrauch , dass sich die Bahnbewe-
.gung in der durch die beiden (als nicht kolinear angenomme-

nen) Randvektoren r ( siehe (178b) ) aufgespannten

1'r12
Ebene abspielt :

T(t) = y,(£)°F), + v, ()T, (179b)

Definiert man y(t)| genau wie in (B6.1lc) als die mit den yi(t)

i=1,2 gebildete Spaltenmatrix , folgt durch Einsetzen von
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(179b) in (171)

o122 sz“fL | (179¢)

Wobei ( siehe (B6.1d) :

r=(s,°y>+ s,°y? + 2's,°y, *y )l/2
1" 2 ‘2 T3 41 4
- 32 R
Sy T 11 7 S T T v 83 11 F12

Die zugehdrigen Randbedingungen erhdlt man durch Einsetzen
von (179b) in (178b)

(y(tl-AtI)I)T = (1, 0)

-
(y(e, ~a&, )PT=( 0, 1)

(179e)

Zur Berechnung der Fehlergleichungsmatrix bendtigt man die
durch (178h) definierten partiellen Ableitungen des Vektors
;(t) nach den Pafametern Pgr =1,2,...,6 . Durch Differentia-
tion von (179b) folgt :

20 = (FO}, =y (0{F ) +y, @)

% % % (179£)

+{y1(t)}p ¥ +{y2(t)}p -

9 11 2 12

Da wir die Parameter durch (178c) definiert haben , folgt »
wegen (178h) , (1781i)

a. fir 2=1,3,5 :
> . > > 4. a+
z, (£) =y, (t) zz(Tl)+{yl(t)}p£ ) Hly, (815 o1y,

E () =y, (6 B (T +ly (), oEyHy, (9] ‘T

2

Dabei sind die ;R(Ti) , i=1,2,%2=1,2,...,6 schon in (178i) de-
finiert worden .

Die {yi(t)}p ,i=1,2 sind nach der allgemeinen Schreibweise
L
(52) die Elemente der Spaltenmatfix zg(t)|:= {y(t)l}p r )
2

QI=A1’2’Q‘.,6 .

-> . ' ’
*) zz(t) ist ein Vektor im 3-dimensionalen Raum , zz(t)| ist

eine Spaltenmatrix mit 2 Elementen !
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Diese Funktionen zz(t)l sind LOsungen von Randwertaufgaben ,

die aus der ursprilinglichen Aufgabe (179c) , (179e) durch

Differentiation nach dem entsprechenden Parameter Py entste-

hen .

- Durch Differentiation von (179¢c) nach Py folgt das Varia-
tionssystem fiir den Parameter P,

@ _p . s _
zz' - PO zzl + { k Lrl_a}pz ’ 2-1,2,-..'6 (179h)

Die Matrix PO haben wir schon in Beispiel 5 unter (B5.15)
angegeben .

Der letzte Term enth&lt die expliziten Ableitungen nach Py
( vergleiche (1794) ) :

a. fir 2=1,3,5 :

{—k2°¥§s}§2= 3'k2'%3y( Y%'(Ell‘{fll}p’+yz'yz'({?11}p2'r12) )

b. fir 2=2,4,6 :

{-kz-fié}p

=3kl oy o @3 2 (2 (2
J R Rty ey {r12}p£)+yz (rptryplp ) )

Py

(1791)

Man beachte , dass die auf den rechten Seiten von (179i)
auftretenden Skalarprodukte (r +{f }_) vor der numeri-

schen Integration berechnet werden k&nnen , da die T
durch (178b) , deren partielle Ableitungen aber durcﬂ.
(1781i) gegeben sind . '
- Die Randwerte berechnet man durch Differentiation der Glei-
chungen (179e) nach den betreffenden Parametern . Das Resul-

tat ist denkbar einfach :

zQ(Ti)I =0|, i=1,2, 2=1,2,...,6 ‘ (1797)

Anmerkung : In bezug auf das urspriingliche Differentialglei-
chungssyétem (171)'sind die Parameter (178c) reine Parameter
vom Typ 1 ( siehe Tabelle 1 ) , in bezug auf das neue Diffe-
rentialgleichungssystem (179c) sind dieselben Parameter reine

Parameter vom Typ 2 ( siehe Tabelle 1 ) !
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Weitere Eigenschaften der Vektoren_zz(t)l ;, 2=1,2,...,6 wer-
den wir im folgenden Abschnitt "Bemerkungen zu der klassischen
Gauss'schen Bahnbestimmung" besprechen .

Es diirfte auch hier das einfachste sein , die Randwertaufga-
ben (179¢) , (179e) und die sechs linearen Aufgaben (17%9h) ,
(179j) zusammen mit der Subroutine LRPV21l zu 1l8sen ( siehe
Tabelle 8_)_.

Nebenbei sei bemerkt , dass man die Bahnbestimmung ohne St&-
rungen selbstverstdndlich mit denselben Methoden wie die
vorher behandelte Bahnbestimmung mit Stdrungen hitte 1l8sen
kSnnen : der wesentliche Unterschied besteht darin , dass
man an Stelle des Differentialgleichungssystems (171) mit
drei Gleichungen nur das System (179c) mit zwei Gleichungen

18sen muss , was sich auf die Rechenzeit positiv auswirkt .

Bl&cke D6* , D7* , D8 (Schema (67))

Diese Bldcke sind fiir die Bahnbestimmung mit/ohne Stdrungen
identisch . Die Fehiergleichungen haben wir schon in Kapitel
2.1.4.i in (141) angegeben . Erwdhnenswert ist einzig , dass
bei den im vorliegenden Kapitel behandelten reinen Bahnbestim-
mungsaufgaben die Ortsvektoren der Beobachter bekannt sind ,

dass also (l41c) vereinfacht werden darf :

I I .
AL . = {r ,(t -0t )} =1,2,3 , k=1,2,..,n (180)
{ k'j}p { 'J( k k) p " J 14 14 14 ’ ’ ’ R
2 2 =
1—1’2'~no’6

Da wir nach (173) das Abbruchkriterium (64) verwenden , miis-
sen wir bei jedem Iterationsschritt I=1,2,...,1I* in (67) den
mittleren Einheitsfehler nach (34) und die mittleren Fehler

der Unbekannten nach (46) abschdtzen .

Block E* , Schema (67)

In Schema (67) haben wir vorgesehen , in Block E* die plausi-
belsten Parameterwerte pz , 2=1,2,...,6 und deren mittlere
Fehler als Resultate zu drucken . '

Dies ist aber bei der Parameterwahl (178c) nicht unbedingt

sinnvoll , da diese Parameter - fiir die Charakterisierung

der Bahn - nicht besonders glinstig sind .



- 177 -

Der Astronom wird daher als Resultate die - zu einem von ihm
im Intervall I (siehe (174)) gewdhlten Zeitpunkt Tosc gehdren-
den - oskulierenden Bahnelemente und deren mittlere Fehler
angeben wollen .

a. Berechnung oskulierender Elemente zur Zeit Tosc

Bei unserer Auffassung von der Technik der numerischen Inte-
gration ist die Berechnung der Bahnelemente mit keinen beson-
deren Schwierigkeiten verbunden : Man berechnet einfach' zum
Zeitpunkt Tosc (mit Hilfe von YPOL , siehe Tabelle 4) die
Komponenten der heliozentrischen Orts- und Geschwindigkeits-
vektoren im KS1 und transformiert diese anschliessend mit
(l32c)2 ins KS2 .

Diesen beiden Vektoren entspricht genau ein Satz von oskulie-
renden Bahnelementen (elliptischen/parabolischen/hyperboli-
schen) , welche mit einer Subroutine der Art XVELE ( siehe
Tabelle 3 ) berechnet werden kdnnen .

Man beachte , dass bei den von uns verwendeten Bahnbestimmungs-
verfahren die h&ufig l&stigen Fallunterscheidungen erst dort
auftreten » WO es unbedingt nétig ist , bei der abschliessen-
den Berechnung der oskulierenden Elemente .

a. Berechnung der mittleren Fehler der Bahnelemente

Seien : Ei,i=l,2,...,6‘: Oskulierende Bahnelemente zur

Epoche T . (181a)
osc

: . . _ -+ +(1) ) .
Dann gllt-. Ei = Ei(r(Tosc),r (Tosc)) , 1=1,2,..,6 (181b)

Es gilt aber auch :

> (1) T =
r (TOS ) - r(Tosc,pl'pzl".’pG) r l'—o'l (181C)

c

Daraus folgt unmittelbar :

Ei = E;(pl,pz,...,ps) ;y i=1,2,...,6 (1814)

Die oskulierenden Bahnelemente zur Zeit TOsc sind also - wie.
nicht anders zu erwarten - Funktionen unserer Parameter Py »
2=1,2,...,6 .

In Kapitel 2.1.4 aber haben wir die Formel fiir den mittleren

Fehler einer Funktion der Parameter unter (47) angegeben .
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Auf die Funktionen'E;(...) , i=1,2,...,6 angewandt folgt :

6 6
m(E;) = mo-( ) {Eg}p.'{Ei} > )1/2 , i=1,2,..,6 (18le)

Qs
j=1k=1 3 P ¥

Dabei ist m  der mittlere Einheitsfehler , die Qi; sind die
ebenfalls bekannten Elemente der inversen Normalgleichungs-
matrix des letzten Iterationsschrittes .

Unbekannt sind vorerst die partiellen Ableitungen der Elemen-
te . Wegen (181b,c,d) diirfen wir diese Grdssen mit der Ketten-
"regel wie folgt berechnen :

3
{E;}p = .Z ({1, -{rlej(T )} +

: osc’'p
k3=l BZ'J(Tosc) k (181F)

e e 1)

+ {Ei}r(l) B2,j “osc Py

(T,

B,,]J ~osc)
i=l,2'--o’6
k=1,2,...,6

Die {r(l) (T )}p sind die Komponenten der Vektoren {;(l)(t)}p

B2,J “osc

k k
an der Stelle t = TOsc im KS2 ( siehe (132b) ) .

Nun gilt aber nach (178h) : z, (t) = {?(t)}p ,K=1,2,.24,6 .

k
( Eine entsprechende Gleichung gilt fir die erste Ableitung

)y .
(1)

Da wir die Ek (t) nach Abschluss der Bahnbestimmung als LSsun-

k

gen der Variationsgleichungen an jeder Stelle des Intervalles
I berechnen k&nnen , sind in (181f) nur noch die partiellen
Ableitungen der Bahnelemente Ei,i=1}2,...,6 nach den Komponen-
ten der Orts- und Geschwindigkeitsvektoren des Himmelskdrpers
zur Zeit TOsc zu berechnen .

Diese Ableitungen aber sind unabhingig von der Art , wie die
Parameter p, ,k=1,2,...,6 definiert worden sind . Es ist daher
mdglich , eine Subroutine zu schreiben , die aus Orts- und
Geschwindigkeitsvektoren sowie deren partiellen Ableitungen
nach den verwendeten Parametern zur Zeit t=TO die mittleren

sc
Fehler der Elemente unabhingig von der Bahnbestimmungsmethode

und unabhingig von der speziellen Parameterwahl berechnet .
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Die Rurzbeschreibung der fiir den Rechner des Observatoriums
Zimmerwald entwickelten Subroutine MFELE entnimmt man der
Tabelle 13 :

Tabelle 13
Name Kurzbeschreibung
MFELE Eingabevariablen :

a. Gravitationskonstante

b. Bahnelemente Ei,i=1,2,...46

c.r  ,gW ey, i=0,1
OSscC oscC
> (1) _ ) iZo
d. e (Tosc) = {r (Tosc)} , i=0,1

k=1,2,...,6 .

Mit diesen Eingabevariablen werden die mit-
tleren Fehler m(Ei),i=l,2,...,6.der Elemen-
te Ei,i=l,2,...,6 berechnet .

Bei Parabelbahnen ( Exzentrizitdt e = 1)
wird an Stelle der Fehler filir die Halbachse
a und die Exzentrizitdt e der Fehler fiir den

Parameter p der Parabel berechnet .

Bemerkungen zu Tabelle 13 :

- Die Gravitationskonsﬁante wird als Eingabevariable verwen-

det , damit die Subroutine MFELE auch fir Satellitenbahnen

verwendet werden kann .

- Wegen (181lc) ist es im Prinzip nicht n6tig , zusdtzlich

zu den Bahnelementen Ei,i=1,2,...,6 die Orts- und Geschwin-
digkeitskomponenten anzugeben . Es ist aber ein Gebot der
Rechentkonomie , dies trotzdem zu tun .

In der Subroutine MFELE miissen die partiellen Ableitungen
der Elemente Ei,i=1,2,,..,6 nach den Orts- und Geschwindig-

.73
keitskomponenten der Vektoren r(l)(TOSC),i=0,l berechnet
werden . Wir verzichten auf die Wiedergabe dieser z.T.

"ldnglichen" Ausdriicke .
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BEMERKUNGEN ZUR KLASSISCHEN GAUSS' SCHEN BAHNBESTIMMUNG

Wie schon zu Beginn von Kapitel 3.4.2 bemerkt , versteht man
in der Himmelsmechanik unter dem Ausdruck "Bahnbestimmung"
oder "erste Bahnbestimmung" im allgemeinen die Aufgabe ,
aus drei Richtungsbeobachtungen ai,&i,i=l,2,3
zu drei verschiedenen Beobachtungszeiten ti'
i=1,2,3 eine vorl&ufige Bahn ;(t) des beobach- (182a)
teten Himmelsk&rpers unter Vernachldssigung

der Planetenstdrungen zu berechnen .

Im folgenden modifizieren wir den vorhin abgeleiteten Bahnbe-
stimmungsalgorithmus (ohne Stdrungen) so lange , bis er im

wesentlichen mit dem von Gauss Ubereinstimmt .

Zunichst gilt bei der L&sung von (182a) :

= a, (¥ (t,-At, ) =R
o, = ai r ti ti) i)

i ui , i=1,2,3

(182b)

!
n

§. := 5. (F(t,=At,)-R,) = &' i=1,2,3
g P70\ TATITRy i o T

Die Ati sind die - vorderhand unbekannten - Lichtlaufzeiten

> . > .
Aty = lr(ti—Ati)-Ri]/c =: Ai/c , i=1,2,3 (182c)

Es ist natiirlich verlockend , die Parameter nach (177) zu wdh-
len , obwohl die Grdssen (182c) nicht a priori bekannt sind ,
da man in diesem Falle vier der insgesamt sechs Unbekannten
sofort angeben kann :

Es seien : p]_ = A1 P p2= A3 ’ p3 = r P, = o (1824d)

-
i{*]
o
1
O2
w

p;, = §,

Wegen (182b) gilt :

P, = a; r Py, T a; r Pg T 6; r Py = 6; (182e)

Mit der Wahl (182d) der Parameter haben wir also - wie bei
der klassischen Gauss'schen Bahnbestimmung - die Anzahl der

effektiv zu bestimmenden Unbekannten von 6 auf 2 reduziert .
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Die librigbleibenden Parameter p, = A,y p, =4, sind nun so
zu bestimmen » dass die mittlere Beobachtung exakt erfiillt
wird ( die beiden ilibrigen Beobachtungen werden wegen (182e) ,
(182b).automatisch erfillt ) . | ;

Die Fehlergleidhungen flir diese zweite Richtungsbeobachtung
lassen sich als Spezialfdlle von (141) sofort angeben ( man

‘beachte , dass wegen (182b) die "Residuen" gleich Null sind )

{ai}A (A}+l AT )+ {a }A ‘(A§+1-A§) = a! - ol .
3 z 2 (182f)
(s 1 -ToaTy & osTy caTtoaTy = s - 6T
2° A, 1 1 27 L, 3 3 2 2
Dabei gilt : oy := o, (r (t, —At )-R,) (1829)

GI

, =8, . (t -AtI)-R )

Die Bahn ;I(t) ist dabei die LOsung der folgenden Randwertauf-

gabe :
>1(2) £t ‘
r - k2. rI ( keine Stdrungen ) (182h)
(r )3 .
It -at ) = R+ atedr -
1 1 1 1 1 .
(1821)
Te.-at) = R + at.gn
3 3/ T T3 3 ©3

Da in (182i) die Ati,i=l,i=3 unbekannt sind , k&nnen wir die
Gleichungen (182f) aber nicht zur Berechnung neuer Ndherungs-

werte Ai+l ,i=1,i=3 fiir die gesuchten Parameter verwenden .

Was ist zu tun ? :

Da die unbekannten Lichtlaufzeiten kleine Gr8ssen sind , fiir
die man {iberdies von Iterationsschritt zu Iterationsschritt
immer bessere Niherungswerte kennt , wird man keinen grossen
vFehler machen , wenn man in (182i) die unbekannten At durch
die beim I-ten Schrltt bekannten Naherungswerte At , i=1,1i=3

ersetzt :
~ Tt -at]) -

T(e,-atT)

O+ 0¥
G W s e

! (1823)

]
el e 10

+ A
+ A

(1]
It
L]

w -

3
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Der Fehler , den man durch Verwendung von (182j) an Stelle.
von (182i) macht , ist umso kleiner , je besser die Ati

in (1823j) die Ati in (182i) approximieren ( i=1,i=3 ) .

Daher gilt :

Verwendet man beim I-ten Iterationsschritt in (67) zum Auf-
stellen der Fehlergleichungen (182f) die "nicht ganz korrek-
te , dafiir aber bekannte" durch (182h), (182j) definierte

Bahn an Stelle der "korrekten , dafiir aber nicht genau be-
kannten" durch (182h), (182i) definierten Bahn , ist dadurch
ein Iterationsprozess definiert , dessen Ldsung mit der Ld&sung

der urspriinglichen Aufgabe (182a) identisch sein wird .

Dies ist im wesentlichen das Vorgehen bei der klassischen
Gauss'schen Bahnbestimmung. .

Es ist natiirlich korrekter und durchsichtiger , die Parameter
nach (178c) und nicht nach (182d) 2zu wdhlen . Das Vorgehen
bei der Gauss'schen Bahnbestimmung ist jedoch durch die Re-
duktion der Unbekannten von sechs auf zwei mehr als gerecht-
fertigt - dies inbesondere deshalb , weil die Konvergenz des
durch (182j) modifizierten Iterationsprozesses (67) nicht
wesentlich beeintrdchtigt wird .

Damit h&tten wir eigentlich das Wesentliche zuh Spezialfall
"Bahnbestimmung mit drei Beobachtungen" gesagt . Wir.wollen
jedoch noch weiter gehep und zeigén , dass die Gauss'sche
Bahnbestimmungsmethode als Spezialfall unserer allgemeinen

Verfahren durch Vernachldssigung einiger Terme resultiert :

Die Gleichungen (182f) sagen in linearisierter Form dassel-
be wie die Gleichungen (182b) fir i=2 : Die theoretischen
Werte fiir die Beobachtungen sollen gleich den Beobachtungen
selbst sein . biese Bedingungen erfiillen wir aber auch , wenn

wir verlangen , dass gilt :

> - -> : ‘
r(tz-Atz) = R, + Az-e; ‘ (182k)

Dieses Gleichungssystem kann in iblicher Weise linearisiert

werden ( Taylorreihenentwicklung von g(t;AI,Az) , abbrechen

I+1

nach den linearen Termen , ?(..) durch ; (..) ersetzen ) :
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I+1_,I

=T I, (>I 1
r(t,-ot))+{x (tz-Atz)}Al°(A1 A7) (1824)
=T I I+1_,I, _ = I+1 >
+{r (tz_-Atz)}A3 (847 7-47) =R, + A "-e}

Da die Gleichungen (182k) den Gleichungen (182b) (fiir i=2)
ais Bedingungsgleichungen v&1llig &dquivalent sind ( aus (182b)
folgt (182k) und umgekehrt ) gilt dasselbe fiir die Bedingungs-
gleichungen (182f) resp. (182%) . Wir diirfen also die Glei-
chungen (182f) durch'(1822) ersetzen .
Der Vorteil ist der , dass in (182%) keine partiellen Ablei-
tungen der Polarkoordinaten az,Gz zu berechnen sind .
Durch (182%) ist ein lineares Gleichungssystem in den drei

I+1

Unbekannten Ak k=1,2,3 definiert , das man ohne Schwierig-

keiten nach den Unbekannten aufldst .
Wir formen (182%) ein letztes Mal um , indem wir dort den bei
der Bahnbestimmung ohne St&drungen {iblichen Ansatz (179b) (mit
den Randwerten (182j)) und die entsprechenden Ansdtze (1799g)
fir 2=1,2 einsetzen :

- Ansatz (179b) lautet flir die Randwerte (1827) :

>I I, _ . I>I I,»I
r (t2 Atz) =Y, °Ty) + Y, rio
>I

Wobei nach (1823) T, = R, + Af-é; (182m)
->T _Z I.+'
r12 = R3 + A3 e,

( Auf der rechten Seite von (182m)l haben wir zur Verein-
fachung yi 1= yi(tz—Atz) + k=1,2 gesetzt . Wir werden unten
die gleiche Vereinfachung fiir die partiellen Ableitungen
dieser Funktionen an der Stelle tz—At2 verwenden ) .

- Die partiellen Ableitungen {;(tz-—Atz)}A +k=1,k=3 folgen

k
mit (179g) und (178i) :

I, oI I, I
RS A A S N S S0 U

I

o
-

0

-> I
{r(tz—Atz)}A1

I, oI >I
ikt

> I T
{r(ta-Atz)}As + {Yz}A3’r12

I
oy
IS

L]
)
w -

_ I.+l -1
=Y,'e, tw,
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Setzt man (182m) und (182n) in (182%) ein , folgt nach einigen

elementaren Umformungen :

I >, >I I+1 - I+1 I >, I I+1
(yl'e;+w1)'A1 - ¢;-A2 + (y,cej+w,) 4]

_ I= > I > -I I -I I
= -y, R1 + R, y,*R, + w, A1 + W, A3

(1820)

In dieser Vektorgleichung erkennen wir ohne Schwierigkeiten
die von Bucerius und Schneider "Fundamentalgleichung der
Bahnbestimmungsaufgabe" genannte Gleichung , falls wir in
(1820) die Vektoren Ei » k=1,k=3 gleich Null seﬁzen !

Zum Vergleich siehe {H. Bucerius,Himmelsmechanik I,§11.2 ,
Gleichung (G) ,1966} ¢

yf ’ yi haben die gleiche Bedeutung wie n,, n, bei Bucerius ,
die Vektoren R,,i=1,2,3 haben hier die Bedeutung heliozentri-
scher Ortskoordinaten der Beobachtungsstationen , bei Bucerius
haben sie die Bedeutung topozentrischer Sonnenkoordinaten

({ Vorzeichen ! ) .

Damit haben wir gezeigt , dass das Gauss'sche Verfahren eine

vereinfachte Version der in der vorliegenden Arbeit entwickel-

ten - auf einer korrekten Linearisierung der Bahnbestimmungs-
aufgabe beruhenden - Bahnbestimmungsverfahren ist .
Die Vereinfachung besteht darin , dass in (182¢) die Terme
( siehe (182n) )
>I

I _ . I, _2I I, o
W, = {yl}Ak ri, * {yz}Ak £, , k=1,k=3 (182p)

vernachldssigt
werden . Dass die vernachlissigten Gr&ssen - verglichen mit
den ersten Termen in (182n) - klein sind , folgt aus der Tat-
sache , dass die {yi}p ,i=1,2 ,2=1,2 (p1=A1,p2=A3) als Kompo-
nenten der Vektoren % zg| , £=1,2 L8sungen der Randwertauf-
gaben (179h), (1793j) sind , wobei die Randwerte nach (1753)
Nullvektoren sind . Dies ldsst den Schluss zu , dass die Funk-
tionen z§|,2=1,2 im Intervall I (siehe (174)) kleine Grdssen

(der Ordnung 2 in der Intervallbreite (t3-tz)) sind .
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Beim klassischen Gauss'schen Verfahren werden diese Gr&ssen

einfach gleich Null gesetzt : -

I e= vty =o0] , 2=1,2 - (182q)

Z
2 p2

Damit ist aber auch klar ,-dass der Iterationsprozess , der
durch den klassischen Gauss'schen Algorithmus definiert wird ,
langsamer konvergieren muss , als der durch (1822) definierte
Prozess . Dieser Unterschied ist umso grdsser , je ldnger das
beobachtete Bahnsegment ist .

Bemerkung : Dass beim Gauss'schen Verfahren das Differential-
gleichungssystem (179c) analytisch ( Sektor:Dreieck ) , bei
den von uns angegebenen Verfahren numerisch geldst wird ,
spielt in Bezug auf die Konvergenz der Verfahren keine Rolle .
Es ist daher durchaus m&glich , den klassischen Gauss'schen
Algorithmﬁs durch Verwendung der “"verbesserten Fundamental-
gleichung (1820)" zu beschleunigen .

Dies bedingt allerdings , dass die Variationsgleichungen (179h)
zu den Randbedingungen (179j) geldst werden . Eine wesentliche
Verbesserung gegeniiber dem Gauss'schen Verfahren erreicht man
schon , wenn die zil durch Polyﬁome dritten Grades gendhert
werden , die 'durch die folgenden Bedingungen definiert sind

( siehe (179h,i,j) , Bedeutung der Randvektoren (1823) ) :

I I
zz(tk—Atk)|= o] , &=1,2 , k=1 , k=3

l(2)

I . I I I (2
zl(tS-Ata) =Ol rzz (tl—AtI)I )=O!

(182r)
T, T (2 g2 s, 2T L2 |2
z, (£ =At)) [[77=3-k*/r>«(r, e]) 0! ‘
I Al (2) _L.p2/.5.,2T =,,.10
27 (e -at]) [ 2 =3k /x5 (],08)) ll

Ndhert man also die zi(t)[ ; 2=1,2 in I durch Polynome dritten
Grades mit den Bedingungen (182r) , sieht man , dass nur die
erste Komponente von zfl und die zweite von zil verschieden
von Null sind . Der Aufwand zur Berechnung der zi(tz—Atz) '

2=1,2 ist daher nicht gross .
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Wir wollen diese Betrachtungen zum klassischen Gauss'schen

Bahnbestimmungsverfahren mit zwei Bemerkungen abschliessen :

- Bucerius und Schneider schreiben die L&sung der Randwert-
aufgabe (179c), (179e) formal als gekoppeltes Integralglei-
chungssystem ( siehe {H. Bucerius,1966,Kapitel 11.1.2,Glei-
chungen (D)} ) . Es ist selbstverstdndlich mdglich und
korrekt dies zu tun - der Vorteil fiir die praktische An-
wendung ist aber nicht einzusehen , da man - wie gezeigt -
auch Randwertprobleme in ihrer urspriinglichen Formulierung

mit numerischen Methoden ohne Schwierigkeiten l&sen kann .

- Es ist immer wieder versucht worden , die Gauss'sche Bahn-
bestimmungsmethode "fiir mehr als drei Beobachtungen" zu
verallgemeinern . Der bekannteste Algorithmus dieser Art
diirfte der von P. Herget {P. Herget,1965} sein . Aber auch
der dort beschriebene Algorithmus "krankt" daran , dass
nur zwei Unbekannte ( die topozentrischen Distanzen zu den
Zeiten T1,2 ) bestimmt werden , und dass somit zwei Beob-
achtungen exakt dargestellt werden . Damit aber wird ein

unkorrekter und unndtiger 2Zwang auf die Bahn f(t) ausgelibt

( siehe dazu auch Beispiel 9 ) .

‘Die einzig korrekte Verallgemelnerung der Gauss'schen Metho-
de besteht darin , als Unbekannte der Aufgabe sechs die
Randwerte zu den Epochen Tl,T2 eindeutiqg definierendé Para-
meter einzufithren und zu bestimmen . Dass man dabei die
Epochen T1,2 und die Parameter so wdhlt , dass der schwie-

rigste Teil der Aufgabe , die Initialisierung ., ohne Prob-

leme geldst werden kann , ist selbstverstédndlich . ( Man
erreicht dies beispielsweise durch die Wahl der Epochen
nach (178a) und durch die Wahl der Parameter nach (178c,b) ).

Als Illustration zum Thema "Bahnbestimmung ohne Stdrungen"

dient das folgende Beispiel :
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Beispiel 9 : Erste Bahnbestimmung ohne Storungen , formuliert als
Randwertaufgabe '

Aufgabe : Man schreibe ein Programm BBOSTR , mit dem aus np >3
Richtungen ui,éj ¢ 3771,2,...,ng 2u einem Hirmelskdrper dessen
heliozentrisChe Bahn ¥ (t) als ISsung einer Randwertaufgabe nach
Schema (67) bestimmt werden kann .

- Die heliozentrischen Orts- und CGeschwindigkeitsvektoren Ei ' f;i
der Beobachtungsstationen zu den betreffenden Beobachtungszeiten
t3,1=1,2,...,ng sind gegeben ( in Zimmerwald werden diese mit
dem Programm MPLCRB (Tabelle 2) berechnet ) .

= Wir nehmen an , dass alle Stationen mit der gleichen Genauig-
keit beobachten s Die Gewichte sind demnach nach (140) zu defi-
nieren , wobei k=l , k=1,2,.. /D gesetzt werden darf .

~ Das Programm soll so gestaltet werden , dass entweder np=2 oder
np=6 Parameter bestimmt werden :

np=2

Randepochen und Parameter werden in Verallgemeinerung von (182..)
wie folgt gex%r'éhlt : ;

I I _ I

T1 =ty - Atl ’ Tz =t - At (B9.la)
O

Ty =Ry + A1), Berh) =R+ ol 2 (89.1b)

"R R

P, =8, p, = A“R | (B9.1c)

Die Ubrigen Parameter werden a priori wie folgt definiert :

Ps =0af ,py=0a' , ps=68}, p, =8 (B9.1d)

"R Y
=6
"o

Die Randepochen werden nach (178a) , die sechs Parameter nach
(178c,b) definiert . In (178a) setze man dabei :

At]lj .= A]:I/c ( vergleiche (178e)) , k=1,k=n (B9.1e)

- Fir die heliozentrische Bahn ;(t) verwende man Ansatz (179b)
-> - -
r(t) := y1(t) Ty, t Y2 (t) "Tio (B9.1£)

Damit haben wir bei jedem Iterationsschritt in (67) eine nicht
lineare Randwertaufgabe der Art (179c,e) und zugeordnete
lineare Randwertaufgaben (17%h,3j) zu l8sen . Wir verwenden dazu
die in Tabelle 8 beschriebene Subroutine LRPV21 .

= Der Polynomgrad q der numerischen Approximation ¥(t) | der Funk-
tion y(t) | soll im Laufe des Iterationsprozesses (67) in den

Grenzen 3 .g4<9 (B9.1g)
optimiert wercden :

(B9.l)l
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Fiir I = 1 setzenwir : g =5 (B9.1h)

Am Ende eines jeden Iterationsschrittes in (67) kamn q entweder

gleich bleiben , un 1 erhsht oder verringert werden ( innerhalb

der Grenzen (B9.1g) ) :

+ . .

Sei YI 1:Sch.'aitzung fiir den éurch Vernac?_ﬁssigwmg des *)
letzten ( q - teh ) Terms in §° ~ (t)| in die | (B9.1li)
theoretischen Werte der Beobachtungen einge-—
fiihrten Fehler beim Schritt I+l in (67) .

q wird um 1 erl'\mht , falls *{CI;-]' > m%

g wird um 1 verringert , falls ‘{CIIH < m%/zo

In allen andern Fidllen bleibt g unverdndert . (B9.13)
(ml ist die Schitzung des mittleren Fehlers der Beocb-
tungen beim I-ten Iterationsschritt ) .

- Der Polynomgrad q' der Approximationen §§' (t) | der Funktionen

zf(£) | , =1,2,...,np kann innerhalb der folgenden Grenzen
gewdhlt werden :
-1<q'<q (Bo.1k) | B%1);

Bei q' = -1 wird %, (t)| = 0| gesetzt . 1=1,2,...n, (B9.19)

- Nach Abschluss des Iterationsprozesses werden als erstes die
Residuen in Rektaszension ( multipliziert mit cos (53!_) ) und
in Deklination und der mittlere Einheitsfehler m, ausgedruckt .
Sodann wird eine Schitzung fiir den maximalen Approximations-
fehler ( siehe (B9.3) ) angegeben .

- Als nichstes wird das Programm RESID (Tabelle 2) aufgerufen .
Hier werden aus den Residuen in Rektaszension und in Deklina-
tion die Residuen tangential und normal zur topozentrischen
Bewegungsrichtung berechnet und dargestellt . "Ausreisser" ,
d.h. schlechte Beobachtungen , kénnen markiert werden .

Falls gewlinscht , wird die Bahnbestimmung ohne diese Beckach-—
tungen wiederholt .

- Wird die gefundene Bahn als gut erachtet , werden die oskulie-

renden Elemente zur Zeit Tosc und deren mittlere Fehler berech-

net ( Subroutinen XVELE , MFELE siehe Tabellen 3,13 ) und ab-
schliessend ausgedruckt . Die Oskulationsepoche wird dabei
wie folgt gewdhlt : )

T oo = 20°L (tl-i-tnR) /207] (B9.1m)
Dabei bedeutet [ a_| die kleinste in a enthaltene ganze Zahl

( Gauss'sche Klammer ) . '

Kamentare zu (B9.1)

- Die Problemstellung (B%.la,b,c) ( n,=2 ) ist im wesentlichen identisch
mit der von P. Herget {P. Herget,1965} : Die Bahn wird so bestimmt ,
dass sie die erste und die letzte Beobachtung exakt darstellt . Physi-
kalisch begriinden lisst sich dieses Vorgehen allerdings nur flir den
Spezialfall ng=3 . Die mittleren Fehler der Elemente miissen hier unter

%) Schitzung flr Y;H siehe (B9.2)
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der Voraussetzung berechnet werden dass die Paramter Py 2=3,4,5,6
fehlerfrei sind , was im allgemeinen zu einer allzu opt:mn.stlschen
Abschitzung fuhrt .

- Die Annahme gleicher Gewichte fiir alle Becbachtungen dringte sich
auf , da in Zimmerwald nur Erfahrungswerte fiir die Qualitit der
Beobachtungen der eigenen Station vorliegen .

© = Bei der Optimierung des Polynomgrades q haben wir bei jedem Iterations-

schritt in (67) die GrSsse (B9.1i) abzuschitzen . Wir verwenden die
folgende , sehr konservative Abschitzung :

I+l |~I+l > I+l

md ‘ .
Tq g 111 Ty 20q 12' AT e / 8n ( im Bogermass ) (B9.2)

Zur Bedeutung der einzelnen Terme :
Nach (B6.1) diirfen wir - unter Vernmachlidssigung des Indexes k, - schrei-

ben : q
~I+ ~I+ i
Fhwe] = J -t (89.2a)
i=0 ' ‘
Flir die numerische Approximation von ;(t) folgt nach (B9.1f) :
>T+1 _ IRl >I+1, I+l +T+1
rm T (t) = y, (B)°r r, vy, (t) r12 (B9.2b)
Definiert man
AT = mx | t-t, | , (B9.2c)
max . i o
i=1,2,.. 20N

wird die Bedeutung dgs
Zdéhlers in (B9.2) unmittelbar klar : es ist der maximale Fehler von r(t)
im Intervall I ( siehe (174) ) bei Vernmachldssiqung der letzten Terme
in (B9.2a) .

Definiert man weiter

A, = min (A ) (B9.2d)
min
l—l 2,...,1’1R

als die minimale Distanz
Beobachter - Himmelskdrper ( geschatzt auf Grund der I-ten Ndherungs—
bahn ), wird die Bedeutung von Ya 1 als maximalem Fehler in den theo-
retischen Werten der beobachteten Funktionen ay ,6 ,i=1,2,... 2N
evident .
Nachzutragen bleibt noch , dass wir flir diese Abschdtzung am Ende des
I-ten Schrittes in (67) ¥ $71(e) in (B9 2) mit (178k) , also mit der

ersten Ndherung rI'l‘1 1(t) der Bahn r (t) abschidtzen miissen - was

fir diesen Zweck sicherlich ausreicht . _

- Abschidtzung des Approximationsfehlers nach Abbruch des Iterationsver-
fahrens : Man k&nnte diesen Fehler genau nach (B9.2) abschitzen . Die
so erhaltenen Werte sind aber sehr pessimisitisch , da ja schliesslich
in (B9.2a) die Terme g-ter Ordnung noch beriicksichtigt worden sind .

Eine realistischere Abschdtzung dieses Fehlers ist zweifellos durch
I*+]

Yq 1 (I*=letzter Schritt , Berechnung dieser Gr&sse nach (B9.2)) ge-

geben .
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*
Will man den Approximationsfehler durch Yé +;l abschidtzen , miissen wir

nach (B9.2) die folgerde GrGsse abschitzen :
JI*4l > SIFHL > 2I*+L (L) .
19, g Tt F g ol BT (£,) [/ (@)t (9.32)

=2
-

@ | /@
Im allgemeinen ist es nicht miglich , den Betrag von @) e milfe
der - bei Verwendung eines Polyncmansatzes bis und mit Ordnung q -

bekannten Niherungswerte D fir gie 2@ , i=0,1,...,q9 abzuschitzen .
Man weist aber leicht nach , dass fiir Kreisbahnen
+>(i+l) _ : _
" 2l o2 =n , 120,100, %) (B9.3b)
; gilt . Fir allgemei-
nere Bahnen ist (B9.3b) nicht erfilillt , aber in guter Néherung gilt
dafiir

i

>(i+1) >(1)
lr I et | ,
- Y - y 11,2, 00000 (B9.3¢c)
>(i >(i=-1
FR R
*.
Damit aber konnen wir Yclq +-;1wie folgt mit bekannten Gr8ssen abschdtzen :
L TR (TR TR T M e (20T (59.3d)
atl q a1 g g (a+l) l;(q) I :
Setzt man in (B9.3d) die Niherung (B9.3c) ein , folgt nach einigen Um-
formungen :
I*+1 _  I*+1 , I*1, T*1. g

Die Abschitzung (B9.3) fiir den maximalen Approximationsfehler ist vdilig
korrekt fiir Kreisbahnen , flir allgemeinere Bahnen ist es jedenfalls
eine realistischere Abschitzung als (B9.2) . Die Abschdtzung ist nicht
{ibertragbar auf die ISsungen anderer Differentialgleichungssysteme als
(171) .

Erfahrungen mit dem Bahnbestimmungsprogramm BBOSTR

zur Illustration sind auf den Seiten 192,193 in den Tabellen 14a,b,C und

in den Figuren 8a,b,c,d wichtige Teile des "Outputs" der Programme MPLORB

( Tabelle 14a ) , BBOSTR ( Tabellen 1l4b,c ) sowie RESID ( Figuren 8a,b,c,d’)
wiedergegeben .

Die genannten Tabellen wurden bei der Bestimmung der Bahn des von P. Wild
in Zimmerwald entdeckten Kleinplaneten 1978 RC ( Nummer = 2239 , noch nicht
benannt ) erzeugt , die Figuren 8a-8d wurden vam Programm RESID nach Bestim-—
mung der Bahn des Kometen 1978 b ( entdeckt in Zimmerwald von P. Wild )

mit dem Programm BBOSTR zunichst auf dem graphischen Bildschirm des in
Kapitel 2.2.1 beschriebenen Kleincomputersystems dargestellt , anschlies-—
send mit dem Programm PLOT zu Papier gebracht ( siehe Tabelle 2 ) .

*) k = Gauss'sche Konstante , n = mittlere (té#gliche) Bewegung
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Zu Tabelle l4a i

o

Diese vom Programm MPLORB (Tabelle 2) erzeugte Tabelle enthilt alle Zim-
merwalder Becbachtungen des Planeten 1978 RC aus der Opposition der Ent-
deckung . Die Beobachtungen erstrecken sich {iber ein Zeitintervall von
ungefdhr zwei Monaten .

Es handelt sich um eine typische Bahnbestimmungsaufgabe , wie sie hiufig
zu 1l8sen ist . '

Zu Tabelle 14b

Hier werden die Residuen der Becbachtungen sowie der nach (34) geschitzte
mittlere Einheitsfehler und der nach (B9.3) berechnete maximale Approxi-
mationsfehler ausgedruckt .
In der Ueberschrift findet man zusdtzlich einige wichtige technische An-
gaben :
- Bel unserem Beispiel waren — bei Verwendung des Abbruchkriteriums (64) =
nur drei Tterationsschritte in Schema (67) ndtig .
~ Als Polynomgrad: genligte offenbar g=5 ( siehe (B9.1g,h,i,j), (B9.2) ) .
- Die Funktionen z g(t)| ( siehe (17%h,j) ) wurden ebenfalls mit Polyno-
men des Grades q'=q=5 approximiert .
- Die Parameter wurden nach (178c) ( insgesamt 6 ) gewdhlt .

Varianten

-~ Werden nur 2 Parameter bestimmt ( siehe (B9.la,b,c,d) ) , #ndert sich
bei diesem Beispiel in den Resultaten nicht sehr viel , da zufdlliger-
weise die Residuen der ersten und letzten Beobachtung relativ klein
sind . ‘

Auch die technischen Daten ( Anzahl der Iteraticnsschritte , Polynom-
grade ) &ndert sich nicht . Diese Tatsache , die sich nicht nur bei
diesem Beispiel bestdtigt hat , verdient festgehalten zu werden :

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Prozesses (67) bei der
I8sung von "Bahnbestimmungsaufgaben als Randwertprobleme"
ist weitgehend unabhingig davon , ob nur zwei oder aber
sechs Parameter bestimmt werden .

- Werden die Funktionen zg(t) | - wie beim klassischen Gauss'schen Verfah-
ren - vernachldssigt ( siehe (182q) ) , verringert sich die Konvergenz-
geschwindigkeit des Prozesses (67) deutlich : Bei unserem Beispiel wa-
ren bei np=2 fiinf anstatt wie vorher nur drei Iterationsschritte nétig .

Zu Tabelle 14c

Dass die Fehler im Perihelabstand "PER" und in der Periheldurchgangszeit
"T0" gross sind , liegt daran , dass die Exzentrizitit e = .09 klein ,
das Perihel also nicht sehr ausgeprigt ist .

- Zu den Figuren 8a,b,c,d

Hier werden die Residuen der Beobachtungen des Kameten 1978 b tangential
und. normal zur scheinbaren , topozentrischen Bewegung dargestellt .

Zur Bahnbestirmung mit dem Programm BBOSTR wurden urspriinglich 155 ,
nach Markierung von vier Becbachtungen ( dargestellt durch " x " in den
Figuren 8a,b,c,d ) nur noch 151 Beobachtungen von Observatorien "aus
aller Welt" verwendet . _

Dabei wurden eirmal sechs , eimmal zwei Parameter als Unbekannte der
Aufgabe definiert und bestimmt ( siehe (B9.1) ) . Die Figuren 8a,b

(B9.4)
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Tabelle 1l4a

RECL978

Beobhaochtungen:

NE J M T RH RM RS V oG oM ns 8TH
1 1978 9 13.132430 0 33 9.870 1 17 21.80 026
2 1978 9 24.912100 QO 446 23.4600 0 899 51,70 0246
3 1978 10 1.882120 O 40 35.500 0 48 28.40 Q24
4 1978 10 12.0463540 O 32 2,190 0 3% 58.80 026
! 1978 10 12.118970 0 31 H9.5%10 0 33 53.460 024
& 1978 10 27.8173460 ¢ 20 35.850 0 24 58.50 Q2é
7 1978 10 27.906250 O 20 32.580 0 25 1.40 026
& 1978 10 28.,835970 O 19 88.770 Q0 28 13,00 026
@ 1978 11 7.962150 QO 15 4,790 0 33 37.00 Q24

10 1978 11 19.735560 O 12 15.080 O 58 27.80 Q26

11 1978 11 24.734170 O 12 1.270 1 13 94,40 024

Tabelle 14b
RESIDUEN IN ROGENSERKUNDEN
ANZAML ITERATIONSSCHRITTE:= 3
FOLYNOMGRAUE FUER YieZi= 0 » 35
ANZAHL, FARAMETER= &
NR RAXCOS(LED nE STATION
1 0.46 0.05 026
1?. "".! 9...-...‘ 0023 02({\
3 Q.21 Q. ]8 026
‘4 ‘“0023 1 0.\ a... 0:’.({)
] 0.81 026 026
& 1.41 . 152 Qb
7 Q.33 ~Qe5H2 Q26
8 -1 59 Q.12 Q24
7 -0+ 48 -1.0% Q24
10 0.37 Q.27 028
11 -0.14 0.21 Q26
MITTL. . FEHLER = 0.%1
MAXIMALER APFROXMATIONSFEHLER(" )= 0.00
Tabelle l4c
QSRKULIERENDE ELEMENTE UND MITTLERE FEHLER
CEFQCHE = A43780.000000
A = Z,701443% - 0.000171
o= 0.,092254 +-  0.,000081
I = 10,879000 +- 0.003014
KM = 20,312015 +~  0.002636

FER==-12,0843886 +~- 0.21909646
TO = 43779,992500 +- 1.064008

+
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Figur 8a

Residuen tangential

Figur 8b

Residuen normal
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beziehen sich auf die vollstindige Bahnbestimmung ( Definition der Para-
meter nach (178c,b) ) : Es ldsst sich kein systematischer Verlauf der
Residuen feststellen . Eine solche Systematik ist hingegen in den Figuren
8c,d deutlich zu sehen : Diese Systematik ist einzig und allein dem Um-
stand zuzuschreiben , dass der Bahn die Bedingungen (B9.1d) aufgezwungen
wurden . Die Schlussfolgerung aus diesen Darstellungen ergibt sich von
selbst !

Noch einige technische Bemerkungen zur Bestimmung der Bahn von 1978 b :

= Im Programm BBOSTR wurde der Polynamgrad g=9 gewdhlt , die Anzahl der

ndtigen Iterationsschritte betrug 5 ( die Initialisierung erfolgte wie bei

Kleinplaneten durch (178d,.,e) ) . :
Der maximale Polynomgrad zeigt an ( siehe (B9.1lg) ) , dass bei diesem
Beispiel ungefihr die Grenzen der Anwendbarkeit des Programms BBOSTR
erreicht wurden .
Sollten daher weitere Becbachtungen aus einem grésseren Zeitintervall
zu einer Bahnbestimmung verwendet werden , ist eine Intervalluntertei-
lung bei der nmumerischen Integration unumgénglich .

- Der Fachmann kann im {ibrigen aus den Figuren 8a,b,c,d die Mondphasen

. zu Beginn des Jahres 1978 rekonstruieren () .

Es wire durchaus m3glich , analog zum Programm BBOSTR ein Programm BEMSTR
zu entwickeln , bei dem von allem Anfang an Planeten/Mondstdrungen mitbe-
riicksichtigt werden . Ein solches Programm wire von einfacherer Struktur ,
da die Transformationen (179b), (179f) wegfallen , dafiir wiirde mehr Rechen-
zeit bendtigt , da direkt das Differentialgleichungssystem (172) mit drei
Gleichungen und nicht das System (179c) geldst werden muss . Das Konver-
genzverhalten einer solchen "Bahnbestimmung mit St&rungen , formuliert
als Randwertproblem" wiirde sich kaum vom Verhalten des hier besprochenen
Programms BBOSTR unterscheiden . Eine typische Anwendung flir ein solches
Proramm wire etwa die Bestimmung der Bahn von Eros-Cbjekten aus Beobach-
tungen wihrend ihres Vorbei"fluges" an der Erde , wobei die Stérungen von
Erde und Mond beriicksichtigt werden miissen .

Fassen wir zusammen :

- Mit Programmen der Art , wie sie in Beispiel 9 vorgestellt
wurden , lassen sich Bahnbestimmungsaufgaben - formuliert
als Randwertprobleme - schnell und sicher , (fast) ohne
Hypothesen ( siehe (178e) ) , ldésen . Es kdnnen von allem
Anfang an beliebig viele Beobachtungen beliebiger Stationen
verarbeitet werden . Eine Unterteilung in Bahnbestimmung und
Bahnverbesserung erilbrigt sich . Im Prinzip ist es mdglich ,
Stdrungen von Anfang an zu beriicksichtigen . Ist die Anzahl
der beobachteten Richtungen gr&sser als drei. , erhdlt man
Schitzungen fiir die mittleren Fehler der oskulierenden Ele-
mente zu einer (wdhlbaren) Epoche Tosc . Wurden nur drei Rich-
tungen beobachtet , kann die Aufgabe so formuliert werden

( siehe (182..) ) , dass - wie bei der klassischen Gauss'schen
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Bahnbestimmung nur zwei Parameter effektiv bestimmt werden

miissen .

Im Gibrigen wurde gezeigt , dass die Konvergenz der Gauss'schen

Bahnbestimmung beschleunigt werden kann , wenn an Stelle der
Gauss'schen Fundamentalgleichung die modifizierte Gleichung

(1820) verwendet wird .

3.4,2,2 BAHNBESTIMMUNG ALS ANFANGSWERTPROBLEM

In der Literatur werden Aufgaben dieser Art unter dem Titel
"Bahnbestimmung nach dem Laplace'schen Prinzip" behandelt .
Wir wollen das - in vielen Varianten vorliegende - klassi-
sche Prozedere kurz rekapitulieren ( siehe z.B. {K. Stumpff,
Bd.1,1959,§67} ) :
- Es wird versucht , zu einem Zeitpunkt T, des Intervalles
‘I ( siehe (174) ) aus den gegebenen Richtungsbeobachtun-
(i)(To):ﬁ(i)(To) » 1=0,1,2 , also die

theoretischen Werte fiir Rektaséension » Deklination und

gen die Grdssen o

deren beide ersten Ableitungen zu bestimmen .
- Es wird voraﬁsgesetzt , dass
1. alle Beobachtungen von ein und demselben Observatorium
"Schwerpunkt der Erde" aus gemacht wurden ( sonst hidtte
ja auch die Verwendung von Funktionen a(t),d(t) keinen
‘ Sinn ) ; weiter wird angenommen , dass sich
2. die Bewegung des Schwerpunktes der Erde durch das Diffe-:
. rentialgleichungssystem (171) beschreiben ldsst .
- Unter diesen Voraussetzungen.lésst sich leicht ein Diffe-
rentialgleichungssystem fiir den Vektor‘Z(t):=;(t)—§(t) an-
>

-
geben :  x(2) _ _ kz.(—iT - _§T ) *) (183a)

- Ersetzt man in (183a) die rechtwinkligen kartesischen Koor-

dinaten durch Polarkoordinaten , folgt ein Differentialglei-

chungssystem zweiter Ordnung in den Grissen A(t),a(t),8(t) .
Dieses Differentialgleichungssystem ist von relativ kompli-

zierter Struktur und wird daher hier nicht wiedergegeben .

*) §(t) ist der heliozentrische Ortsvektor des Planetoiden ,

ﬁ(t) derjenige des Schwerpunktes der Erde .
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- Setzt man in diesem Differentialgleichungssystem t=T ,

resultiert ein algebraisches Gleichungssystem zum Bestim-

men der einzigen verbleibenden Unbekannten A(To),A(l)(To),
A(Z)(To) , da die Ubrigen Grsssen a(i)(To) und 6(1)(T0) '
i=0,1,2 (niherungsweise) aus den Beobachtungen ermittelt
wurden , und da E(To) und dessen Ableitungen aus den Jahr-
blichern entnommen werden kénnen . Dieses algebraische  Glei-
chungssystem ist nicht linear }_die traditionelle L&sung
fithrt auf eine Gleichung siebenten Grades in einer Hilfs-
grdsse ( siehe {K. Stumpff,Bd.1,§67} ) .

- Sind die Grdssen A(i)(To) , i=0,1 bestimmt , lassen sich
ohne Schwierigkeiten Ndherungswerte fiir die heliozentri-
schen Orts- und Geschwindigkeitsvektoren des Himmelskdrpers
zur Zeit T, angeben . In unserer Schreibweise erhdlt man

also die rechten Seiten der Vektorgleichungen

;I(l) (T,) = ;El , i=0,1 , I =1 (183b)

- Ausgehend von dieser Niherungsbahn werden dann schliesslich
mit mehr oder weniger korrekten Iterationsprozessen der Art
(67) die Komponenten der Vektoren ;Oi,i=0,1_iterativ be-
stimmt .

Der Schwerpunkt der klassischen Bahnbestimmung nach dem Lapla-
ce'schen Prinzip liegt also auf der Berechnung einer ersten
Niherungsbahn - in unserer Sprechweise auf der Initialisierung

( Schema (67) , Block B* ) .

Erinnetn wir uns : bei der "Bahnbestimmung als Randwertaufgabe"
war die entsprechende Aufgabe (Angabe erster Ndherungen fir
die Randvektoren ;li,i=l,2) sehr einfach zu l&6sen : Die Para-
meter wurden nach (178c) gewdhlt , durch (178dl,e) wurden
erste Niherungen fiir die Parameter angegeben , die Randvekto-
ren schliesslich wurden nach (178b) mit den geniherten Para-
meterwerten berechnet . Wahrhaft ein grosser Unterschied zum

aufwendigen Vorgehen bei der Laplace'schen Bahnbestimmung .
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Bei der eben geschilderten Initialisierung der Laplace'schen
Bahnbestimmungsaufgabe sind - meines Erachtens - zwei Punkte
stérend :

- Es wurde vorausgesetzt , dass alle Beobachtungen von ein
und demselben Observatorium "Schwerpunkt der Erde" aus
gemacht wurden . Bei der Initialisierung der Bahnbestimmung
nach dem Gauss'schen Prinzip ist es dagegen v8llig gleich-
gliltig , ob eine Richtung von der Erde aus , eine zweite
vom Jupiter aus etc. beobachtet wurde . Diese Vernachl&ssi-
gung (Identitdt aller Observatorien mit dem Erdschwerpunkt)
liessen sich - bei den bisherigen Problemen der Himmels-
mechanik - durchaus rechtfertigen , da schliesslich alle
Becbachtungen von Observatorien auf der Erdoberfliche aus
gemach£ wurden , und da die Dimensionen der Erde verglichen
mit den Distanzen im Planetensystem doch klein sind .
Modchte man hinéégen die Laplace'sche Bahnbestimmung auf
die Bahn eines kilinstlichen Erdsatelliten anwenden , wird
die klassische Initialisierung vdllig versagen , wire
doch die Voraussetzung "Identitdt der Observatorien" durch
nichts mehr gerechtfertigt .

-~ Zieht man in Betracht , dass die Bestimmung der ersten und
zweiten Ableitungen der Polarkoordinaten g (t).,s(t) zur Zeit
t =T, bei wehigen Beobachtungen jedenfalls nicht ganz
einfach ist ( wer's nicht glaubt schlage einmal in einem
Jahrbuch fir Amateure die zum Teil skurrilen Oppositions-
schleifen der Planetoiden nach ) , ist die Frage berech-
tigt , ob sich das geschilderte klassische Vorgehen nicht
durch ein glinstigeres - auch auf andere Problemarten (Sa-
tellitenbahnen) anwendbares - Verfahren ersetzen ldsst,
Wir werden sehen , dass sich diese Frage bejahen lidsst ,
wollen abér vorher die Aufgabe und die Voraussetzungen

prdziser formulieren :

Voraussetzungen

1. Unveréndert Ubernehmen wir die Voraussetzungen
v (173),(174), (175) von der Bahnbestimmung als (184a)

Randwertaufgabe .
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2. Wir beschrinken uns auf die Behandlung der
Bahnbestimmung ohne Stdrungen .
( Bahnbestimmung mit Stdrungen , behandelt (184a)2
als Anfangswertproblem , siehe {M. Rothacher,
1982} ) .

Wegen (184a)2 diirfen wir fir ;(t) den Ansatz (B5.1d) uber-

nehmen :
F(t) =y, (8)Typ + ¥, (£) Ty, (185a)
Wobei : % 1) (T,) = Ty, . i=0,1 (185b)

Genau wie in Beispiel 5 fassen wir die yk(t) ; k=1,2 zu einer
Spaltenmatrix y(t) | zusammen , die das Differentialgleichungs-

system (B5.1f) und die Anfangsbedingungen (B5.19) erfillt :
(2)
Y = - kZ'J%%

0
1

(185¢)
0] (1854)
|1

|(l)

y(To)! 14 Y(To)

( Definition von r siehe (B5.1f) ) .

Wiederum werden die partiellen Ableitungen des Vektors ;(t)
nach den - noch nicht ndher festgelegten - Parametern p, ,
2=1,2,...,6 bendtigt ( vergleiche (179f) ) :

z, () := {r(t)}pg = yl(t)'{roo}pz + yz(t)'{rm}pQ
My (8)) T+ {y (8)} E. . (183e)
Y, p, 00 Y, p, 01

2=1,2,..4+6

Die {yk(t)}p +k=1,2 sind nach der allgemeinen Schreibweise
2
(52) die Elemente der Spaltenmatrix zl(t)i:= {y(t)!}p ,

2=1,2,...,6 . g

Diese Funktion zz(t)l ist L8sung derjenigen Anfangswertaufga-
be , die aus (185c,d) durch Ableiten nach dem Parameter p,
entsteht ( vergleiche (17%h,3) ) :

(2) _ . 2.2l
z, | = Pye) ez, | + {-k } (185£)

(i) 2=1,2,---;6.
2, (r,)| = of (185£) ,
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Die partiellen Ableitungen in (185f)1 sind &hnlich wie in
(1791) definiert . Ihre explizite Gestalt kdSnnen wir aber

erst nach Definition der Parameter angeben ( siehe (189) ) .

L&sung der "Bahnbéstimmung als Anfangswertaufgabe" nach
Schema (67)

Block A , Schema {67)

Als erstes miissen wir die Ausgangsepoche T, fixieren :

TO B tj;-At;o
Dabei sei tjodie der Mitte des Intervalles I
( siehe (174) ) am nichsten liegende Beob- (186a)
achtungszeit , At§0 sei die aus der ersten
Ndherungsbahn folgende Lichtlaufzeit ( sie-

he (1874) ) .

Jetzt sind sechs Parameter zu wdhlen , die die Orts- und Ge-
schwindigkeitsvektoren zur Zeit T, eindeutig festlegen .

Nach den Ausfiihrungen im letzten Kapitel wissen wir , dass
diese Wahl keinesfglls eindeutig ist . Hier gehen wir zur
Abwechslung der ndchstliegenden Idee nach , und identifizie-
ren dié Parameter mit den kartesischen Koordinaten der Vekto-
ren ;Oi,i=0,l ( siehe (185b) ) bezliglich des Koordinatensys-
tems KS1 ( siehe (132a) ) .

Nach der Schreibweise (132c)l sind die r |,i=0,l die Kom-

0iB,

ponentenmatrizen der Vektoren r +1=0,1 im Koordinatensystem

0i
RKS1 . Nach (130c) dlirfen wir diese Vektoren als Linearkombi-

nationen der Basisvektoren g +k=1,2,3 des Systems KS1
1

kB
schreiben :
-> -> -> -
Toi T Yoim,,1 %18, © Foim,,2 %28, ¥ ToiB,,3 °3B, (186b)
i=0,1
Die sechs Parameter definieren wir nun wie folgt :
p, = ¢
v T00By,2 , 2=1,2,3 (186c)

Po+3 T To1B,, 8
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Block B* , Schema (67)

Hier miissen erste Niherungen fiir die Parameter angegeben wer-

den .
I I

11 pl - rOOBI,Q ? 2=1'2’3 ’ I=1

Das Vorgehen ist gleich wie beim Initialisieren der Randwert-

aufgabe ( vergleiche (178b,d2,e) )

T > I ->
Fiir I := 1 gelte : r = R, + A, -e! 187a
J 00 Jo Jo Jo ( )

( 35 ist der zur Zeit tj beobachtete Einheitsvektor ) .
0 0

rr | =a = 2.7 A.E (187b
roo - ao - . . . )

Wir verlangen nun :

Daraus folgt ( in Analogie zu (178e) ) :

T =1 :AY ==(@. R )+ | 2. R, )%+ a? - R? (187¢)
Jo Jo Jo Jo  Jo 0 Jo

Damit folgt auch die zur Definition von T, ( siehe (186a) )

bendtigte Lichtlaufzeit :

Al = A; / ¢ ( c=Lichtgeschwindigkeit ) (1874)
o .

= rl , 2=1,2,3 , I=1

2. Pyis 01B;, %

a. Mit der bis jetzt bekannten Information sind wir im Stande ,

I,1

yI(t)l durch eine Taylorreihe y (t)| bis und mit Termen

der Ordnung 2 zu n&hern :

Ly fi= y(r) |+ (emmg)p(m) | D)+ Deemr y2eyter )y |2

(187e)

In (187e) sind die Matrizen y(T )I(l),l 0,1 (unabhdngig vom
Index I) durch (185d) gegeben , y (T, )l(z) folgt aus (185c) ,
wenn man dort y|:= y(To)l setzt und r = |T 00| = a, verwen-

det .
Damit diirfen wir (187e) exvlizit wie folgt schreiben
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+(t-T°)'|2l‘ 2 (e-T,) 2

I,1, ., |1 .
y Kt)| —10 2 0 az

1' , (187f)

b. Setzt man die Niherung (187a) fiir ?00 und (187f) fiir y(t)|

in (185a) ein , folgt - mit einer noch unbekannten Niherung
->

rgl fiir 201 - eine erste Ndherungsbahn fiir den beobachteten
Himmelskdrper :

(t) := yf'l(t)°;I I

T
o0 TY,

;I,l
01 '

gy oF i=1 (187g)

c. Der Vektor ;31 wird nun durch die beiden folgenden Forderun-
gen festgelegt :

' I > I -
(tn -Atn ) = R, + An -eg , I=1 (187h)
R R R R R

;I,l

Fh (e, -atl )| = a, = 2.7 A.E. (1871)
R R

In (187h) wird verlangt , dass die Bahn gI'l(t) fir I=1 die
letzte Richtungsbeobachtung exakt darstellt , in (187i) wird
- wie bei der Gauss'schen Bahnbestimmung - gefordert , dass

die Distanz von der Sonne 2zur Zeit t=tn —AtI gleich 2.7 A.E.
R R
betrdgt ; man vermutet also , dass es sich bei dem beobachte-

ten HimmelskOrper um ein Objekt im Asteroidenglirtel handelt .
Mit (187h,i) folgt :

Ai' =—(a' ‘R_) + J(E' ‘R )? + a? - ﬁ; . I=1  (1873)
R ng I Og PR 0 R
. I I
Sowie : At = A / c , 1I=1 (187k)
n n
R R
Setzt man nun {(187h) in (187g) ein , folgt der Vektor ;gl
?51 = (R + Ai et - yf'l(tn -Ati )°;§0 )/yf’l(tn —Ati )
IR R "R | R R R R
I=1 (187%)

Dabei sind Ai sowie Ati in (187%) dQurch (1873j,k) definiert ,
R R
die Initialisierung ist abgeschlossen .



- 202 -

Anmerkungen :

- Es ist natﬁrlich durchaus méglich » die Epoche T, anders
als in (186a) zu wdhlen . Wichtig ist wegen der Initiali-
sierung einzig und allein , dass T, ( bis auf die Licht-
laufzeit ) mit einer der Beobachtungszeiten ibereinstimmt .
( Gleiches gilt sinngemdss fir die Bedingung (187h) ) .

- Die Forderungen (187b) , (187i) sind filir normale Planetoi-
den geeignet . Bei speziellen Objekten ( z.B. Kometen ,
innerhalb der Erdbahn beobachtet ) diirfte es besser sein ,

direkt erste Ndherungen f£fir A?o,Ai anzugeben .
' R
- Die durch (187a) und (187%) definierten ersten Ndherungen

fiir die Parameter (186c) sind unabhd&ngig von Hypothesen ,
wie sie bei der klassischen Bahnbestimmung nach Laplace
ndtig sind . Unsere Art der Initialisierung l&sst sich
daher auch ohne Probleme auf Satellitenbahnen iibertragen .

- Bei der Bahnbestimmung als Randwertaufgabe hatten wir den

' Vorteil , dass im Spezialfall hR = 3 nur zwei Parameter
bestimmt werden mussten .Bei der Bahnbestimmung als Anfangs-
wertaufgabe k&nnten wir auf analoge Weise zwei Unbekannte
"einsparen" , wenn wir die drei ersten Parameter nicht
nach (186c) sondern als Polarkoordinaten des Vektors

%X . (siehe (187a)) wihlen wiirden .

s}
- Nachzutragen haben wir noch die explizite Gestalt der in

(185c) auftretenden partiellen Ableitungen der Vektoren

rOi,i=0,1 nach den Parametern (186c¢c) ( siehe (186b) ) :
-> > - >
{roo}pz = epp, {roo}p2+3 =0
2=1,2,3 (188)
-> > > > ’ &
{r01}p2 =0 ' {"'01}%+3 = B,

- Damit kSnnen auch die im Differentialgleichungssystem (185f)l
auftretenden partiellen Ableitungen ( vergleiche (179i) )

angegeben werden :

| |
- z.ll = L] 2. ! L] 2. z .+ L L] = .+

-k r5£g 3kt (Fggeyy, ) HYL (Y, T (8gp Toy) )
- 2._y_| = . 2.—2— . . 3 - .+ 2, _> o-»

-k :rs£2+3 3k ty, (Tt )Y, T (Fgytegp,) )

9 =1,2,3 (189)
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Beispiel 10 : Erste Bahnbestimmung ohne Stdrungen , formuliert als
Anfangswertaufgabe

Aufgabe : Man schreibe ein Programm BBOSTA , mit dem aus n, >3
becbachteten Richtungen 00.5,5* » 3=1,2,..,ng zu den Zeiten
t. , _j;=1,2, .., eines HifmmelskOrpers dessen heliozentrische
thn r(t) als Losung einer Anfangswertaufgabe nach Schema (67)
bestimmt wird. .
-~ Diese Aufgabe soll analog zur Aufgabe in Beispiel 9 geldst
werden .
- Die Unterschiede :
- Eine Unterscheidung n, = 2, np = 6 fallt weg ,

- die Parameter werden durch (186c) definiert , (R10.1)
- an Stelle von (B9.1lf) wird der Ansatz (185a) verwendet .

- der wichtigste Unterschied schliesslich besteht in der
Initialisierung ( Block B*,Schema. (67) ) : bei der Rand-
wertaufgabe wurden die Parameter durch (178d;,e) , bei
der Anfangswertaufgabe werden die Parameter durch (187a,c)
und (1872) initialisiert .

Man vergleiche die Programme BBOSTR und BBOSTA miteinander !

Vergleich der Programme BBOSTA , BBOSTR

Wie nicht anders zu erwarten unterscheiden sich die beiden Programme so-
wohl bezliglich Umfang als auch bezliglich Ieistungsf&higkeit nur wenig :

- Da bei der numerischen Integration bei der I8sung der Anfangswertauf- .
gabe bei Verwendung des Polynomgrades g und Methode 2.1 "nur" eine
Matrix der Dimension 2+(g-1) , bei der mumerischen Ldsung der Rand-
wertaufgabe jedoch eine Matrix der Dimension 2.(gtl) invertiert werden
miss , ist beim Programm BBOSTA der Rechenaufwand pro Iterationsschritt
in Schema (67) etwas kleiner .

-~ Dafiir ist die Initialisierung der Anfangswertaufgabe etwas weniger gut
als die Initialisierung der Randwertaufgabe : Bei der Randwertaufgabe
konnten wir eine erste Ndherungsbahn definieren , die zwei Beobachtun-
gen ( wir haben die erste und letzte gewdhlt ) exakt darstellt . Bei
der Randwertaufgabe stimmt diese Aussage nur bis auf Terme der Ordnung
3 in (tj"‘To) fiir j = NR .

= Dies bewirkt , dass im Durchschnitt bei der ILdsung einer Bahnbestimmung
als Anfangswertproblem die Anzahl I* der Iterationsschritte nach Sche-
ma (67) etwas grdsser ist ( ungefdhr 10% ) als bei der Ldsung als Rand-
wertaufgabe .

- Dieser Unterschied (verschiedene Anzahl Iterationsschritte in BBOSTA ,
BBOSTR) verschwindet fast vollstdndig , wenn man die Initialisierung
(1872) nochmals verbessert , indem man in (187e,f) zusitzlich die Ter-
me 3. Ordnung beriicksich_i;.iqt und bei deren Berechnung die nach (1872)
berechnete Ndherung filir To1 verwendet .
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ly, PARAMETERBESTIMMUNGSPROBLEME IN ﬁER SATELLITEN -
GEODASIE

4,1 EINLEITUNG

Die Satellitengeodidsie , die Wissenschaft von der Vermessung
der Erde mit Hilfe von kiinstlichen Erdsatelliten , hat wesent-
liche Impulse aus der klassischen Himmelsmechanik bezogen .
Streng genommen gilt diese Feststellung allerdings nur fdr

die sogenannten dynamischen Methoden der Satellitengecddsie .

Im Gegensatz dazu werden bei den rein geometrischen Methoden

die Satelliten ausschliesslich als Hochziele verwendet , die
von verschiedenen Observatorien auf der Erdoberfldche aus
gleichzeitig beobachtet werden . Dass das Beobachtungsobjekt
ein Satellit ist , der sich in einer Bahn um die Erde bewegt ,
ist bei den geometrischen Methoden nicht von Bedeutung .

Bei den dynamischen Methoden hingegen , die allein Gegenstand
der Betrachtungen in der vorliegenden Arbeit sind , wird ver-
sucht , den Informationsgehalt einer jeden Beobachtung voll-

stindig auszuschdépfen :

Jede Beobachtung eines kiinstlichen Erdsatelliten
von einer Station auf der Erde aus enthdlt Infor-
mation liber die Bahn des Satelliten und iber die (190)
Position der beobachtenden Station in einem erd-

festen Koordinatensystem sowie liber die Bewegung

dieses Koordinatensystems im Raum .

In der dynamischen Satellitengeoddsie sind somit zwei physi-
kalische Modelle zu definieren , die jedoch nicht unabhdngig

voneinander sind :

Modell 1

Durch dieses Modell wird die Bahnbewegung der Sa-
telliten beschrieben . Im vorliegenden Kapitel - (191a)
wird die Bewegung des Satelliten im Koordinaten-
system KS3 ( siehe (133) ) beschrieben .
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Modell 2

Durcﬁ dieses Modell werden die Positionen der
beobachtenden Stationen im erdfesten System
KS4 ( siehe (134) ) festgelegt ; zusitzlich
soll dieses Moaell auch die Transformation
KS3 <——> KS4 beschreiben .

(191b)

Wir werden bei der Herleitung der Grundgleichungen sehen ,
dass dort die Parameter der Transformation KS3 <—> KS4
gebraucht werden . Damit ist klar , dass die Parameter die-
ser Transformation zur Charakterisierung beider Modelle ge-
braucht werden , dass also die Modelle 1 und 2 nicht unab-
h&ngig voneinander sind .

Beide Modelle werden durch Parameter charakterisiert . Diese
Parameter resp. Teilmengen dieser Parameter sind die Unbekann-

ten der in der Satellitengeoddsie zu l&senden Probleme .

Bemerkungen zu Modell 1 ( siehe (191a) )

Die Bahn eines jeden Satelliten ist bestimmt durch die zu.
jedem Zeitpunkt t auf ihn wirkenden Krdfte ( Parameter vom
Typ 2 , Tabelle 1 ) und durch sechs - die Anfangs- oder die
Randbedingungen definierenden - GrOssen .

Danach erwartet man - in Analogie zur klassischen Himmelsme-
chanik - , dass die Bahn eines jeden Satelliten durch héchs-
tens sechs Parameter vom Typ 1 ( siehe Tabelle 1 ) beschrie-
ben werden kann . Das ist aber aus praktischen Griinden ausge-
schlossen : Die flir die Geod&sie verwendeten Satelliten um-
laufen die Erde pro Tag etwa 6 bis 12 mal , pro Jahr somit
etwa 2000 bis 4000 mal . In der klassischen Himmelsmechanik
entsprechen 3000 Uml&dufe eines "normalen" Planetoiden mit

4 Jahren Umlaufszeit um die Sonne einem Zeitintervall von
12'000 Jahren ! Schon dieser Vergleich zeigt , dass in der
dynamischen Satellitengeodasie Probleme einer andern Grdssen-
ordnung zu ldsen sind .

Es ist kaum m&glich , die die Bahnen der nahen Erdsatelliten

wesentlich beeinflussenden Krdfte wie Luftwiderstand und/oder
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Strahlungsdruck so genau zu modellieren , dass eine befrie-
digende Darstellung der Beobachtungen iiber ein Zeitintervall
von mehr als etwa einem Monat m&glich ist .

Man kommt daher zwingend zu einer Unterteilung der Bahnen in
Bahnstiicke ( Bahnbogen , Bogen oder "arcs" genannt ) , die

in den zu l8senden Aufgaben als voneinander unabhéngice Sa-

tellitenbahnen behandelt werden . Die Anzahl der Sdtze von
Anfangsbedingungen oder Randbedinguhgeﬁ#&st also gleich der
Anzahl Bogen , in die eine Satellitenbahn unterteilt wurde .
Halten wir fest :

Die Ausdriicke "Bahnbogen" , "Bogen" oder "arc

verwenden wir als Synonyme filir das durch eine

‘ 192a
Anfangs—- und eine Endzeit charakterisierte (132a)
Bahnstilick einer Satellitenbahn .
Sei : N : Anzahl aller in einer Aufgabe 2zu bear-
beitenden‘quen .
TAi,TEi,1=l,2,...,N : Die den Bogen zuge- (192b)
ordneten Anfangs- resp. Endzeiten .
ATi:= ITEifTAi|,1=1,2,...,N : Linge der

einzelnen Bogen ( kurz : Bogenldngen )

Es gibt Ubrigens keine festen Regeln fiir die Festlegung der
Intervalldngen ATi,i=l,2,...,N ( diese variieren von einigen
(Zeit)Minuten bei sogenannten "short-arc-Methoden" bis zu
maximal etwa 30 Tagen bei grossangelegten Parameterbestim-
mungsaufgaben ) .

Wir beschridnken uns hier darauf , auf den folgenden elemen-
taren und wichtigen Zusammenhang hinzuweisen :

- Je linger die Bogen gewdhlt werden , um so mehr Parameter

~ vom Typ 2 ( siehe Tabelle 1 ) miissen bestimmt werden .

- Je kiirzer die Bogen gewdhlt werden , um so mehr Parameter
vom Typ 1 ( Tabelle 1 ) miissen bestimmt werden ( im allge-
meinen sechs pro Bogen ) .

Nun sind gewiss die Anfangs- resp. Randwerte der Satelliten-
bogen geodynamisch nicht von Interesse . Man sollte also mei-

nen , dass die Bogen md8glichst lang gewdhlt werden sollten .

*) pro Satellit
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Andrerseits muss bei langen Bogen das Kriftefeld sehr genau

modelliert werden ; dabei miissen sehr viele Parameter ( vom
Typ 2 , Tabelle 1 ) wie z.B. Koeffizienten von Termen hoher

6rdnung der Entwicklung des Erdpotentials bestimmt werden ’

die geodynamisch kaum mehr von Interesse sind .

Das einzig zuverlidssige Hilfsmittel zur Festlegung optimaler
Bogenldngen bei gegebener Aufgabestellung.und gegebener Be-

obachtungskonfiguration besteht in der Simulationsrechnung

( mehr zu diesem Thema siehe {G. Beutler,1977} ) .
Zusammenfassend kann man festhalten , dass das Modell 1

( siehe (191a) ) durch (hdchstens) 6+N Parameter vom Typ 1
und durch eine - wesentlich von der Bogenlinge abhdngenden -

Anzahl von Parametern vom Typ 2 definiert wird .

Bemerkungen zu Modell 2 ( siehe (191b) )

Sind die beobachtenden Stationen selbst kiinstliche Erdsatel-
liten , ist das Modell 2 identisch mit dem Modell 1 . Werden
jedoch zusdtzlich Beobachtungen von der Erdoberfliche aus ge-
macht ( was im Normalfall zutreffen wird ) , muss das Modell
2 (zusdtzlich) die Bewegung der Erde als eines endlichen Kd&r-
pers beschreiben . Genau wie bei andern Parameterbestimmungs-

aufgaben muss auch hier die Modellwahl der eigentlichen Para-

meterbestimmung vorausgehen .

Das Erdmodell , das wir im folgenden ausschliesslich verwen-
den wollen , ist das Starrkdrpermodell : Alle Massenpunkte
des ErdkSrpers rotieren mit derselben Winkelgeschwindigkeit
um eine Achse., die sich sowohl im Raum ( Prizession . Nuta-
tion ) als auch auf der Erdoberfliche ( Polschwankung: ) be-
wegt . Unter dieser Voraussetzung ist das in (191b) einge- |

fiihrte Modell 2 durch die folgenden Parameter zu beschreiben :

Parameter des Modells 2

1. Parameter , die die Ortsvektoren der beob-
achtenden Stationen beziiglich des erdfesten (193)l
Koordinatensystems KS4 ( siehe (134) ) ein-

deutig bestimmen .-
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( Beispielsweise kdnnen diese Parameter als
kartesische Koordinaten der Stationen im KS4
gewdhlt werden ) .

2. Parameter , die die Rotation des Starrkdrpers (193)2
Erde bestimmen : Prdzession , Nutation , Be-

trag der Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation ,

Polschwankung .

Im Prinzip widre es mdglich , mit den Methoden der dynamischen
Satellitengeoddsie alle in (193) erwdZhnten Parameter zu be-
stimmen . Es ist jedoch so , dass die die Prdzession , Nuta-
tion und Winkelgeschwindigkeit der Erde bestimmenden Parame-
ter wesentlich genauer mit Hilfe fundamental-astronomischer
Methoden bestimmt werden kdnnen .-

Die wichtigsten Grdssen , die in der Vergangenheit mit den
Methoden der Satellitengeoddsie bestimmt worden sind , sind
ohne Zweifel die kartesischen Koordinaten der Beobachtungs-
stationen im KS4 ( siehe (134) ) : Erst die dynamischen Metho-
den dieser Wissenschaft erlaubten die Bestimmung dieser Para-
meter mit einer hohen Genauigkeit ( Grdssenordnung : 1 m ) .
Neuerdings wird auch die Polschwankung mit Hilfe von Satelli-
tenbeobachtungen bestimmt .

Das Festkdrpermodell fiir die Erde kann ibrigens zur Verall-
gemeinerung des Erdmodells verwendet werden , indem die zeit-
liche Variation der aus Satellitenbeobachtungen verschiedener
Epochen bestimmten Starrkdrperparameter (193) festéestellt

und geophysikalisch interpretiert wird .

4,2 Die GRUNDGLEICHUNGEN DER DYNAMISCHEN SATELLITENGEODASIE

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen fir einen kiinstlichen
Erdsatelliten unterscheidet sich in zwei Punkten von der Her-
leitung der Grundgleichungen in der Himmelsmechanik des Pla-
netensystems :

- In der klassischen Himmelsmechanik konnten sdmtliche Him-

melskdrper durch Massenpunkte approximiert werden , da die
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gegenseitigen Absténde der betrachteten Himmelskarégr im
Vergleich zu ihren Durchmessern sehr gross sind . Da der
Erddurchmesser von derselben Grdssenordnung wie die Ab-
'sténde der Satelliten vom Erdzentrum ist , und da die Mas-
senverteilung im Erdkdrper nur ndherungsweise kugelsymme-
trisch ist , darf die Erde bei der Herleitung der Bewegungs-
gleichungen nicht als Punktmasse gendhert werden .

- In der klassischen Himmelsmechanik mussten wir ausschliess-
lich die zwischen den Himmelsk&rpern wirkenden Gravitations-
krifte beriicksichtigen . In der Satellitengeodisie treten
zusdtzlich Nicht-Gravitationskrdfte wie Luftwiderstand ,
Strahlungsdruck und Krdfte elektromagnetischer Natur auf .
Diese Krdfte sind zum Teil abhdngig von der Oberfl&dchenbe-
schaffenheit des Satelliten ( zum Beispiel beim Luftwider-
stand ) . Um die durch diese Krifte auf den Satelliten
ausgeiibten Beschleunigungen zufriedenstellend modellieren
zu kOnnen , muss man voraussetzen , dass die Orientierung
des Satelliten im KS3 zu jedem Zeitpunkt t bekannt ist
( gravitationsstabilisierte Satelliten ) , oder dass diese
Orientierung keine Rolle spielt ( kugelsymmetrische Satel-
liten ) . Ware diese Orientierung nicht bekannt oder nicht
bedeutungslos , miissten wir den Satelliten als starren
Korper betrachten und die wesentlich komplizierteren Bewe-
gungsgleichungen fir einen solchen Kdrper aufstellen und

l6sen . Daher setzen wir voraus :

Die Orientierung der betrachteten Satelliten
im KS3 soll gegeben oder aber‘bedeutungslos (194)

sein .

Bevor wir die Grundgleichungen herleiten , wollen wir noch
die in der dynamischen Satellitengeoddsie iiblichen Einheiten
und Bezeichnungen einfihren :

Lingeneinheit : 1 Mm = 10%° m

Zeiteinheit : 1 ksec = 103 sec . (195)
G+M := Gravitationskonstante s Erdmasse
G+M = 398.6005 Mm?/ksec? *)

*) Der numerische Wert von G+M wurde dem IAU(1976)-System

astronomischer Konstanten entnommen .
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( Es ist in der Satellitengeoddsie nicht iiblich und auch
nicht ndtig , eine Masseneinheit zu definieren , da in den Be-

wegungsgleichungen lediglich das Produkt G*M auftritt ) .

Die Charakteristiken der bei der Herleitung der Grundgleichun-
gen relevanten Himmelskdrper sind in Tabelle 15 zusammenge-
stellt .
Anmerkung : Es wdre nicht schwierig , bei der Herleitung
der Grundgleichungen zusdtzlich Planetenstdrungen zu be-
riicksichtigen . Man kann jedoch zeigen , dass diese St&-
rungen - in Anbetracht der kurzen Bogen ( siehe (192b) ) -

unbedeutend sind .

Tabelle 15

Bezeichnungen in der Satellitengeoddsie

Objekt Masse Ortsvektoren und Komponentenmatrizen
in
XS0 RS3 KS4
Satellit % I r | r,r. |

atelll m x,xB0 r,rB3 r, B,

x l r I r |
Sonne ms XS'XSBQ rs,rSB3 rS'rSBq
Mond x | r | r I
on Ty XM ¥MB, *m’TMB, M'TmB,
Erd-

-> - ->
schwer- | M XE’XEBol 0, 0f 0, 0}
punkt
Volumen-

1 am x N | r |
element Xav'*ave, rav'Tave, Tav'Tave,
der Erde

lldv"

Die Herleitung der Bewegungsgleichungen fir einen Satelliten
verlduft analog zur Herleitung der Grundgleichungen in Kapi-
tel 3.2 : Die Bewegungsgleichungen fiir den Satelliten und
fiir den Schwerpunkt der Erde folgen im Inertialsystem KSO

direkt aus den Newton'schen Axiomen . Dabei muss beim Diffe-
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rentiélgleichungssystem fir die Bahn des Satelliten beachtet
werden , dass man zur Berechnung der von der Erde auf den
Satelliten ausgeiibten Gravitationskraft den Erdkdrper in "in-
finitesimale" Volumenelemente unterteilen muss . Die von die-
sen Volumenelementen auf den Satelliten ausgeiibten Krifte
folgen direkt aus dem Gravitationsgesetz (150) ; die gesamte ,
von der Erde auf den Satelliten ausgeiibte Gravitationskraft

folgt dann mit Hilfe des Superpositionsprinzips (149%a) :

Figur 9 ' Legende

g. ,i=1,2,3 : Basisvektoren
des KSO ( siehe (131)

O¢ : Ursprung des KSO

O3 : Ursprung von KS3,KS4 .

m,ms,mM : Satelliten-,Sonne-
und Mondmasse .

> >

X, X ’XM : Ortsvektoren von

Satellit,Sonne,Mond -

im RSO .

- > >

r,rs,rM
Satellit,Sonne,Mond
im KS3 ( und KS4 ) .

§E : Ortsvektor des Erd--

S

¢ Ortsvektoren von

schwerpunktes im KSO .
-> ->
XdV’rdV' Ortsvektoren eines
Volumenelementes der

Erde im XSO resp KS3,KS4 .

Das Differentialgleichungssystem fiir den Ortsvektor X des Sa-
telliten beziiglich KS0_ lautet :

> o
X=X X=X
>(2) av S
mex = - Gomof—-).—-;_-—oadM - G.m.ms.——)-:—3
]x-xdvl Ix-xsl ( |
196
§—§M Sive
- Gem*m_* + ) K,
M |->--> 3 N J
X le j=1
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Wobei : Nyg : Anzahl der Nicht-Gravitationskrdfte
_IEj,j=l,2,...,nNG : Nicht-Gravitations- (196a)
krdafte .

Das Differentialgleichungssystem fiir den Schwerpunkt der Erde
lautet ( Vernachlidssigung der Gravitationsanziehung des Satel-

liten , M = Erdmasse ) :

X -x X_-x
2(2) o amem B S auMeqm e—b M
M XE = G*M mS |§ -§ |3 G*M mM |§ _; |3‘ (197)
E S E™ M

Dividiert man (196) durch m , (197) durch M und subtrahiert
die so entstehenden Vektorgleichungen voneinander , resul-
tiert ein Differentialgleichungssystem fiir den geozentrischen

Radiusvektor ;(t) des Satelliten . Dabei ist zu beachten ,

dass—>+_—>~ —>_—>=+ ->-—>=—> .
X=Xp = r , XS Xg Lo s xM xE rM (198)
gilt ( siehe Figur 9 ) .
Das Resultat lautet :
-1 s T
—r -
|T-T. | ° S F-T.|d
av S S
- G.rnl\/l.( —-————) ~ ; <+ —';- ) + Z Kj/m
Ir—rMI Ty j=1

Diesem Differentialgleichungssystem fiir den Vektor ;(t) ent-
spricht das folgende System fiir die Komponentenmatrix rB3|

>
des Vektors r(t) im KS3 ( siehe (133) ) :

(2) rp, | Tays, !
rBa‘ =T G.I |+3 > I: ran
r -r
dav

r_ |-r . |
B SB SB;.

-— G-msn( I—).3 S l; -+ : k] ) (200)
r - rg r i
r -r NG

- Ge*m .( B3[ MB3l + MBSI ) + z K

IR P Ly Soms
M M 3
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Bei der Berechnung der Stdrungen von Sonne und Mond in (200)

diirfen die Funktionen r_._ |,r | wegen der kurzen Bogen

SB3 MB3
( siehe (192b) ) als bekannt angenommen werden . Dasselbe

gilt flir die Parameter G*'m G-mM , deren numerische Werte

cr
( berechnet nach den IAU(I§76) System Astronomischer Konstan-
ten ) wir vollstadndigkeitshalber in den Einheiten (195) an-
geben wollen :

Gemg = 1.32712438+10° Mn®/ksec?

Gem, = 4.90278888 10° Mm?3/ksec?

(200a)

Anzahl NG und explizite Gestalt der den Nicht-Gravitations-

krdften (196a) entsprechenden Komponentenmatrizen KjB |
3

j=1,2,..,.,nNG sind sowohl von der Konstruktion als auch von

den Bahncharakteristiken des betreffenden Satelliten abhdngig .
Im Normalfall ist der erste Term in (200) - die Von der Erde
auf den Satelliten ausgeiibte Gravitationskraft - auch der
wichtigste .

Diesen Term miissen wir im folgenden in eine "brauchbare" Form

bringen . Dazu definieren wir vorerst :
> >
r-r
2 = - gef —8V__,
Fp = - G EEINE am (201a)
r-r.o

Diesem Vektor sind in den Koordinatensystemeh KS3 , KS4 die
folgenden Komponentenmatrizen zugeordnet :
rBii-rdVBi‘_

T -

F = - G+f daM , i=3,4 (201b)

EBiI g |3
av

Man erkennt leicht , dass der erste Term in (200) mit (201b)
fir i=3 libereinstimmt . Beachtet man die Transformationsglei-
chungen (135) zwischen den Koordinatensystemen KS3 , KS4 ,

folgt unmittelbar :

= R(t)T-F (201c)

EB3l EB;.,I

F | 14sst sich einfacher berechnen als F | , da das KsS4
EB, EB,

( siehe (134) ) ein erdfestes System (Starrkdrpermodell) ist .
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Die im Volumenelement dV eingeschlossene Masse dM kann daher

mit der - zeitunabhdngigen - Dichte p(r |) berechnet wer-

dvVB,
den :
dMm = p(rdVBul)'dV . (2014)
Anmerkung : An anderer Stelle:wird das Symbol "p" zur Be-
zeichnung der Residuen gebraucht ( siehe (5c) ) . Eine

Verwechslung ist zu vermeiden ... .
Wir diirfen somit schreiben ( (201d) in (201b) fir i=4 ) :

rp |- |
C mm e - BI.Q dVBq . .
Fgp, | = = 6 Tz p(ryyp, ) AV (201e)
av

Das Integral (20le) ist liber das ganze Volumen des Erdkdrpers
zu erstrecken . Der Nenner ( im Prinzip unabhdngig vom Koor-
dinatensystem ) kann mit den kartesischen Komponenten von ?dv

im System KS4 wie folgt berechnet werden :

3
t-r 3 = - 2y3/2
T gy | (iE{qu,i Tave,,i) ) (201£)

In der Potentialtheorie zeigt man , dass (20le) als Gradient

einer (skalaren) Potentialfunktion V(rB |) geschrieben werden
[N

kann :
FEBu| = grad(V(erl)) (202a)
Wobei : (grad(v))T := (v} AV AV ) (202b)
B,,1 B, ,2 By, 3
, p(r D)
und = V(rg |) = G-f — VB gy (202c)
4 lr - rdvl

Anmerkung : In der Physik wird das Potential meist mit um=-
gekehrtem Vorzeichen definiert ; wir haben uns der Schreib-

weise der Geod&dten angeschlossen .

Wire nun die Dichte in jedem Punkt des Erdinnern bekannt ,
wire die Auswertung der Volumenintegrale (20le) , (202c) ohne
Schwierigkeiten mdglich . Dies ist aber nicht der Fall . Man

sollte nun meinen , dass dann einfach die Dichte p(rdVBg‘)
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mit den Methoden der dynamischen Satellitengeoddsie bestimmt
werden kdnnte . Es iét aber ein bekanntes Resultat der Poten-
tialtheorie , dass die sogenannte "inverse Aufgabe" ( Bestim-
men der Massenverteilung aus Messungen des Potentials im Aus-
senraum der Massenverteilung ) keine eindeutige L&sung be-
sitzt .

Daher muss anders vprgegangen werden : In allen Punkten rguf
ausserhalb des Erdk8rpers erfiillt die Funktion V(quI) die
Laplace - Gleichung :

32y 32%v 32v
+ + =0 (203&)

2 2
arBu'Z Bqu'B

2
ang,l

(203a) kann leicht - von (202c) ausgehend - verifiziert wer-
den . Die L&sungen der Laplace-Gleichung nennt man harmonische
Funktionen . Nach einem bekannten Satz der ?otentialtheorie
kann jede harmonische Funktion —-insbesondé:e auch das Poten-
tial der Erde V - nach einem speziellen Satz von harmonischen
Funktionen , den Kugelfunktionen , entwickelt werden . Es
gibt andere S&tze von Basisfunktionen r die dasselbe leisten
wie die Kugelfunktionen ;einfachheitshalber beséhr&nken wir
uns auf die letzteren .
Zu den Kugelfunktionen kommt man auf natiirliche Weise y wenn
man die Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten schreibt und
einen Separationsansatz macht . Wir beschrinken uns darauf ’
das Resultat anzugeben ( Herleitung siehe z.B. {A. Heiskanen,
H. Moritz,1967} ) : ’ )
© n
V(r,\,B) = §%g°( 1+ ) (:?)n-z Pﬁ(sins)-(cnm°cps(m-k)

=2 m=0
+S__e+sin(m+}) ) )
nm

(203b)

GeM wurde schon in (195) definiert , die Definition von r
(Betrag des geozentrischen Radiusvektors) , A ( geozentrische

Linge ) und B ( geozentrische Breite ) entnimmt man Figur 10 .
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Figur 10 Legende
rigur 19 Legendce

g. ,i=1,2,3 : Basisvektoren des
y

iB
Systems KS4 .

Ursprung von KS4 .

Geozentrischer Radiusvektor

Hy O

des Satelliten .

: Geozentrische Ldnge des Satelliten

A
B : Geozentrische Breite
r

-
:= |r| : Betrag des Radiusvektors .

Die i{ibrigen Symbole in (203b) schliesslich sind wie folgt de-

finiert :
ap * Aequatorradius der Erde
c ,S : Koeffizienten der Potential-
nm’ nm.

entwicklung .

Pﬁ(sinB): Zugeordnete Kugelfunktionen : , (203c)
(l_xz)m/Z dn+m
P (x) = . (x2-1)"
n DAL dxn+m
n=0,1,2,... , m=0,1,..,n

Numerische Werte fiir einige Potentialterme und fir ap sind in

Kapitel 4.4.2 zu finden .

Diesen Exkurs in die Potentialtheorie zusammenfassend , kdnnen

wir die Bewegungsgleichungen fir einen Satelliten ( siehe (200) )
wie folgt schreiben :
r_ |-r | r |
r 5(2) = R(t)T'grad(V(r [)) = Gem_~( B3 SBy | _SBs )
B By S i; -7 |3 r?
S S
n
r. |-r | r | NG
- G.m 0( B3 MB3 + M83 ) + z K. l
M T T3 r3 .21  JBs
' M! M J
(204)

Dabei muss V(..) in (204) nach (203b) berechnet werden ,

wobei in (203b) die obere Grenze " " durch eine endli-

n zu ersetzen ist .
grenz

che Grenze "
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Jeder bei einer Aufgabe beteiligte Bahnbogen ;l(t)ff
2=1,2,...,N ( siehe (192) ) l&dsst sich als L&sung eines
Differentialgleichungssystems (204) charakterisieren :
Man hat lediglich in (204) r
i=3,4 . ' '

Die Gesamtheit der so resultierenden Differentialglei-

ZUu ersetzen durch r

Bil QBiI'

(205)
chungssysteme fiir 2=1,2,...,N bilden das dem Grundglei-

chungssystem (158) der Himmelsmechanik des Planetensys-

tems entsprechende Grundgleichungssystem der dynamischen

Satellitengeodédsie .

Diese Grundgleichungen der Satellitengeoddsie sind einerseits
von komplizierterer Struktur als die Gleichungen (158) , da
in (204) zus#tzlich Nicht-Gravitationseinfliisse zu beachten
sind , und da die Erde nicht als Massenpunkt approximiert
werden darf .

Andererseits ist es aber ein nicht zu unterschidtzender Vor-
teil der Grundgleichungen der Satellitengeoddsie gegeniiber
den entsprechenden Gleichungen des Planetensystems , dass
sich die ersteren in jedem Falle in N Systeme der Art (204)
zerlegen lassen , die unabhdngig voneinander integriert wer-
den kdnnen . Dies ist auch der Grund daflir , dass wir das
Grundgleichungssystem der Satellitengeoddsie nicht explizit
angegeben haben ; aus demselben Grund werden wir die weiter
unten folgenden Ueberlegungen ( betreffend Anfangs- resp.
Randbedingungen sowie Variationsgleichuhgen } nur fir einen
durch (204) definierten Bogen anstellen,

Zur Erinnerung : Von den Grundgleichungen (156) oder (158)
liessen sich nur die Teilsysteme flir die Himmelsk&rper ver-
nachldssigbarer Masse abspalten und getrennt voneinander in-
tegrieren ( siehe Abschnitt "Himmelsk&rper mit vernachldssig-
barer Masse" in Kapitel 3.2 ) .

Anfangs- resp. Randbedingungen

->
Durch (204) allein ist ein Bogen r(t) noch nicht eindeutig
definiert . Dazu miissen noch die die Anfangs- resp. Randbedin-
gungen (l13a*,b*) gegeben sein . Uebertragen auf die Bezeich-

nungen in diesem Kapitel lauten diese Gleichungen :



- 218 -

a. Formulierung als Anfangswertproblem :

(1) _ _ _
rBa(To)l = rOiBa(cl,cz,...,cn;)l , i=0,1 *) (206a)

b. Formulierung als Randwertproblem :

5 , 1=1,2 %) (206D)

= . e 8 c
rB3(Ti)l rliB3(c1'c2' ’ n!

Wir wollen daran erinnern , dass die Parameter ci,i=1,2,..,n;
in (206a) und (206b) verschiedene physikalische Bedeutungen
haben k&nnen und dass ihre Anzahl im allgemeinen sechs sein

wird ( siehe dazu auch Kapitel 4.4.2 ) .

4,3 DiE ZUGEHORIGEN VARIATIONSGLEICHUNGEN

Die dem Primidrgleichungssystem (204) flir die verschiedenen
Parameter zugeordneten Variationssysteme folgen genau nach
dem in Kapitel 2.1.5 gegebenen Muster : (204) ist nach jedem
der Parameter Py =1,2,...,np zu differenzieren ; zu jedem
Index % gehdrt genau ein Variationsgleichungssystem . (204)

kann wie folgt geschrieben werden :

(2) NG
= + + . =z
rB3‘ FEBgl,+ FSB3| FMBa' jzl KJle fB3|
(204%*)
Dabei ist FEB3| durch (201c), (202a) und (203b) definiert
( von der Erde ausgeiibte Gravitationskraft ) , F | , F |
SB, MB,
sind die Sonnen- resp. Mondstdrungen .
Definiert man ( wie liblich )
o= = .o e 207a
ZQB3| : {rBal}pz , 2=1,2, Pny ( )

, kann das Resultat

wie folgt geschrieben werden :

(2) — - - .
Zgp, | = PoeZsm,! * Pos zgm, | * Pou Zom, |
n (207)

b TP a4 Pz 1) e D)
j=1 ONGj “%Bj' INGj “2Bj B;''p,

Q:=1,2,..,,np
*) Wir verwenden n; und nicht n, , um anzudeuten , dass sich

die Gleichungen (206a,b) auf ein Teilsystem (204) und nicht

auf das Gesamtsystem (205) beziehen .
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Die Terme in (207)

Die Bedeutung der Matrizen P.. folgt aus der allgemeinen De-

finition (54a) und aus den in (204%)

wendeten Bezeichnungen :

a. POE
Es gilt ( siehe (54a) ) :
POE'ik 1= {FEBg,i}r , i=1,2,3 , k=1,2,3
Bs,k

"

H
T

Wegen (201c}k, (203b) sowie (135) folgt :

Pog = R(B)T+P_-R(t)

Wobei :

i=1,2,3 , k=1,2,3

* =
0E, ik ’

b. Pos°2233|

( siehe Seite 218 ) ver-

(207b)

(207¢c)

(2074)

Durch Differentiation des zweiten Terms auf der rechten Seite

von (204) nach Py folgt :

z ‘(r, |-r D)
P °Z l = - Gom . 0( 4 I - 3.!@‘ B3 SB3
0s Q:Ba S ‘;_; |3 »Q:Bg I;-]—; lz
S S (207e)
“Crg I- rSBal) )
c- POM.ZQB3I
Dieser Term folgt aus (207f) , wenn man dort "S" durch "M"
ersetzt .
d. PONGj ! PlNGj r J=1,2, .. 00nyq
E i : , . = . i 207f£
s gilt PlNGJrerkz {KJBsrkl}r(l) (207£)
A B3'k2
k1=1,2,3 ? k2=1,2'3 ¥4 i=0,l ’7 j=l,2,..,n

NG
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. {£
e. { Bal}p2

Hier sind verschiedene Fidlle zu unterscheiden :

1. le:ck 7 kE{l’Z'---,nl}

Dann gilt : {fBal}p2 = 0]

ik
Dann gilt :

2. Py = C., oder P,= Sik

— T,
{stl}Pg = R(t) grad({V}pz)

3. p, ist ein die Drehmatrix R(t) definie- (20749)
render Parameter . Dann gilt :

(£, |1, = {R(E)} ~grad(V)

Pg Pa

4. P, ist ein die j-te Nicht-Gravitations-
kraft charakterisierender Parameter .

Dann gilt :

{stl}Pz ='{Kstl}PQ

Vollstidndigkeitshalber erinnern wir daran , dass die den
Variationssystemen (207) zugeordneten Anfangs- oder Randbe-
dingungen durch Differentiation der Gleichungen (206a,b)

nach dem betreffenden Parameter Py folgen .

4.4 KONKRETE PROBLEMSTELLUNGEN

Wie in Kapitel 3.4 sollen auch hier von allen mdglichen Pro-
blemstellung