Astronomisch-geoditische
Arbeiten in der Schweiz

herausgegeben von der

Schweizerischen Geoditischen Kommission
(Organ der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft) -

Zweiunddreissigster Band Das Geoid in der Schweiz

Werner Gurtner

1978






Astronomisch-geoditische
Arbeiten in der Schweiz

herausgegeben von der

Schweizerischen Geoditischen Kommission

(Organ der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft)

Zweiunddreissigster Band Das Geoid in der Schweiz

Werner Gurtner

1978



Adresse der Schweizerischen Geodétischen Kommission:

Institut fiir Geodisie und Photogrammetrie
ETH-Hé6nggerberg
CH-8093 Ziirich

Diese Arbeit erscheint ebenfalls als Mitteilung
aus dem Institut flir Geodésie und Photogrammetrie
der ETH-Ziirich, Heft Nr. 20

Redaktion des 32. Bandes:
Dr. W. Gurtner, Ziirich

Druck: Offsetdruck Bern AG



IIT

VORWORT DES PRAESIDENTEN DER SGK

Die Schweizerische Geod&tische Kommission (SGK) hat sich seit ihrem Bestehen
immer wieder mit dem Geoid in der Schweiz befasst, ohne bisher zu einer
einigermassen abschliessenden L&sung gelangt zu sein. Schon 1893 schrieb

R. Gautier in seinem "Exposé historique des travaux de la Commission de

1862 & 1892": "... la figure de la terre différe sensiblement de cette forme
géométrique (Rotationsellipsoid) et c'est ainsi que s'est posé le nouveau
probléme de déterminer toutes ces variations locales, afin d'en déduire la

connaissance du sphéroide terrestre, de ce qu'on est convenu d'appeler le

géoide".

Einen ersten Versuch, das Geoid in der Schweiz zu bestimmen, unternahm
Messerschmidt (SGK Bd.9, 1901), allerdings mit nur sehr diirftigen Beobachtungs-
unterlagen. In den folgenden Jahren wurden weitere Lotabweichungen bestimmt,
und 1903 empfahl Helmert in einem eingeholten Gutachten der Kommission, im
Meridian des Gotthard ein astrogeoddtisches Nivellement durchfiihren zu lassen.
Diese Arbeit konnte erst 1916 in Angriff genommen werden und fiihrte schliess-
lich zum Ergebnis eines viel beachteten Nord-Siid—Geoidschnittes (SGK Bd. 20,
1939). In der Folge wurde ein Ost-West-Profil im Parallel von Zirich be-
obachtet (SGK Bd. 22, 194L4). Weitere Profile waren vorgesehen, gelangten aber

- wohl wegen des allzu grossen Aufwandes - nicht zur Ausfiihrung.

In den 50er-Jahren wurden nach einem Vorschlag von Kobold im Berner Oberland
mit Hilfe von HShenwinkelmessungen Lotabweichungen bestimmt, die den Ver-

gleich mit direkt bestimmten ohne weiteres aushalten (SGK Bd. 26, 1967). Eine
Ausdehnung auf die ganze Schweiz wére aber schon wegen Versagens der Methode
im Flachland infolge der Unsicherheiten in den Refraktionsstdrungen nicht

méglich gewesen, so dass es auch bei diesem Verfahren mit einem Versuch sein
Bewenden hatte. Sowohl die Geoidschnitte, wie auch das Berner Oberlédnder-Netz

wurden aber in der vorliegenden Arbeit vielfach als Testwerte benutzt.

Inzwischen hatte man aber doch mit der Zeit auf etwa 200 Punkten in der

Schweiz und im benachbarten Ausland, vor allem fiir Laplace-Punktbestimmungen,
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Lotabweichungen gemessen, und man konnte an eine fladchenhafte Bestimmung des
Geoides denken. Hier sind die Arbeiten von Elmiger zu erwdhnen. Er hat die
Lotabweichungen isostatisch reduziert und benutzte dabei einen von ihm ung
Mitarbeitern ermittelten Raster von 500 m Maschenbreite fiir die HShen, gie
auf Magnetband gespeichert sind. Senkrecht zu den reduzierten Lotabweichungen
wurde nun ein sog. Cogeoid gelegt, wobel flir dieses ein Polynomansatz ge-
macht wurde. Mit diesem Cogeoid konnten nun weitere Lotabweichungen inter-
poliert werden. Die direkt beobachteten und auf das Geoid reduzierten und
die interpolierten Lotabweichungen wurden nun fiir ein fléchenhaftes Nivelle-
ment benutzt und damit die Geoidfléche aufgebaut, wobei man aber nicht ohne

ziemlich willkiirliche Annahmen auskommt. Das Geoid von Elmiger war aber

schon eine recht gute Ldsung.

Die vorliegende Arbeit Gurtners unterscheidet sich in drei wesentlichen
Punkten von der Elmigers. Erstens war inzwischen von den Geophysikern ger
Verlauf der Mohodiskontinuitdt in der Schweiz - wenn auch nur rudimentdr -
bestimmt worden, und Gurtner benutzte dieses Modell fiir die Reduktion der
Lotabweichungen, und nicht mehr das allzu schematische Modell der Isostasie.
Zweitens wurde das Cogeoid mit Hilfe der multivariaten Prédiktion und nicht
mehr mittels eines Polynomansatzes bestimmt. Drittens wurde das Geoid aus
dem Cogeoid und dem Potential des oben erwidhnten Massenmodells mittels der
Formel von Bruns errechnet also auf einem indirekten, aber betréchtlich vor-
teilhafteren Weg. Damit ist ein wesentlicher Fortschritt erzielt worden, und
das von Gurtner bestimmte Geoid kann als vorléufiger Abschluss der Bemiihungen
der SGK betrachtet werden. Eine noch genauere Geoidbestimmung kénnte wohl nur
durch Vermehrung der Lotabweichungspunkte, durch ein wirklichkeitsndheres

Krustenmodell und durch den Einbezug von Schwereanomalien erreicht a
werden.

Die Arbeit wurde als Dissertation der ETH Ziirich eingereicht und erscheint h
. nt auc
als Nr. 20 der Mitteilungen des Instituts fiir Geoddsie und Photogrammetri
etrie an

der ETH Ziirich.

Die Kommission ist Herrn Gurtner fiir diese wertvolle Arbeit zu grossem Dank

verpflichtet. Herrn Prof. Conzett ist zu danken fiir die sorgféltige Durchsicht



des Manuskripts und manche Anregung, Herrn Dr. A. Elmiger fiir seine Mithilfe

und Erléuterungen des Computerprogramms fiir die Reduktion der Lotabweichungen,
Herrn Dr. E. Klingelé vom Institut fiir Geophysik an der ETH-Z fiir die Berech-
nung von HShenschichtlinien, Herrn W. Schneibel fiir die klaren Zeichnungen der

zahlreichen Figuren und Frau Strickler fiir die Niederschrift des Manuskripts.

Der Prdsident der Schweizerischen
Geoddtischen Kommission:

Prof. Dr. M. Schiirer
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ABSTRACT

Due to the large variations of the deflections of the vertical in Switzer-
land the direct astrogeodetic determination of the geoid gives a rather low
accuracy. Better results are obtained by introducing a cogeoid related to a
mass model, and subsequent application of Brun's theorem. The resulting geoid
shows a very detailed structure. The employed mass model involves the topo-
graphy, the variable crustal thickness, and the Ivrea body, the most important
mass anomaly in the considered limited area. The corresponding cogeoid was
calculated directly from the reduced deviations by means of multivariate pre-
diction. The standard error of the geoidal heights relative to a reference

point turns out to be less than 10 cm in most of Switzerland.

Die vorliegende Arbeit ist unter der Leitung von Herrn Prof. Dr. M. Schiirer

entstanden, dem ich an dieser Stelle meinen besten Dank aussprechen mbchte.

W. Gurtner
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1. EINLEITUNG

1.1 Allgemeine Bemerkungen, Zielsetzung der Arbeit

Die Bestimmung des Geoides ist eine der wichtigsten Aufgaben der hdheren Geo-
désie. Obschon die moderne Satellitengeodésie neue Mdglichkeiten zu deren
I8sung aufzeigt, haben die als klassisch zu bezeichnenden Methoden nichts an
Aktualitdt verloren, sind doch vorderhand nur sie geeignet, die Kleinformen der

Potentialniveauflidchen zu bestimmen.

Die enge Verknlipfung des Potentialfeldes mit dem Aufbau der Erde, im lokalen
Bereich insbesonderemit der Struktur und Michtigkeit der Kruste, gibt dem Geo-
déten beispielsweise die Mdglichkeit, die Resultate seismischer Untersuchungen

zur IOsung seiner Aufgabe heranzuziehen.

Andererseits kann der Geophysiker mit Hilfe von Lotabweichungen, Schwereanoma-
lien und Niveaufléchen wertvolle Riickschliisse auf die Dichteverteilung des

Untergrundes ziehen.

Das Geoid und seine Normalenrichtungen haben in den letzten Jahren fiir den
praktischen Geoddten trotz der Ansdtze der dreidimensionalen Geoddsie an Be-
deutung zugenommen. Die Entwicklung genauer elektronischer Distanzmesser ver-
langt vor allem in den Alpen eine saubere Reduktion der gemessenen Distanzen

auf das Referenzellipsoid. Wird die Reduktion mit Hilfe der Stationshdhen durch-
gefiihrt, miissen sich diese auf das betreffende Ellipsoid beziehen. Da die Ge-
brauchshdhen aber eher orthometrischen HShen entsprechen, ist eine Kenntnis der
lokalen Geoidundulationen notwendig. Ihre Vernachldssigung kann bei steilen

Visuren auf wenige Kilometer nicht selten Fehler von 10 cm bewirken.

Werden HGhenwinkel zur Reduktion beniitzt, miissen diese zuerst von den Lotab-

weichungen befreit werden.

Der Praktiker wird nun vor allem an Geoidhdhen- bzw. Lotabweichungsdifferenzen
interessiert sein, was die Kenntnis der lokalen Feinstruktur des Geoides und

seiner Normalen an beliebigen Orten verlangt.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit soll sein, verschiedene Methoden der
lokalen Geoidbestimmung zu untersuchen und untereinander zu vergleichen. Ins-
besondere wird die Frage aufgeworfen, ob und wie bestehende Methoden verbessert

werden kénnen und welche Genauigkeit sie liefern.

Die Darstellung des Geoides bzw. der Cogeoide durch mathematische Funktionen
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(Abschnitt 3.4) oder durch multivariate Prddiktion (Abschnitt 6.7) liefern
gleichzeitig Lotabweichungen in beliebigen Punkten, so dass auch die Probleme

der Lotabweichungsinterpolation gestreift werden.

Endlich sollen mit der geeignetsten Methode das Geoid sowie einige regulari-
sierte Fldachen (Cogeoide) im Gebiet der Schweiz bestimmt werden. Dabei soll
gepriift werden, ob das resultierende Geoid, bzw. die gewdhlte Methode, die

Forderungen der angewandten Geodédsie erfiillen kann.

Einschrénkung:

Im folgenden werden nur astrogeodétische Methoden zur Geoidbestimmung unter-
sucht. Auf einen spidter mdglichen Einbezug von Schwereanomalien in das Kon-

zept der Prddiktion wird im entsprechenden Kapitel hingewiesen.

1.2 Gliederung der Arbeit

Im Kapitel 2 werden die beniitzten Grundlagen sowie die bis jetzt in der Schweiz

durchgefiihrten Arbeiten zusammengestellt.
Das Kapitel 3 behandelt bekannte Methoden der geometrischen Geoidbestimmung.
M3gliche Verbesserungen grundsétzlicher Art werden im Kapitel L aufgefiihrt.

Im Kapitel 5 stellen wir einige Ueberlegungen zu der Interpolation von Lotab-

weichungen und GeoidhShen an.

Die auf stochastischen Prozessen basierende Pradiktion von Lotabweichungen und

Geoidundulationen behandeln wir im Kapitel 6.

Berechnungen und Resultate, die aus Vergleichsgriinden zusammengefasst aufge-
fitlhrt werden sollen, sind im Kapitel 7 dargestellt, wo dann verschiedene

Methoden auf Grund dieser Ergebnisse einander gegeniibergestellt werden.
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2. GRUNDLAGEN UND BISHERIGE ARBEITEN ZUM CEOID IN DER SCHWEIZ

2.1 Die astronomischen Stationen in der Schweiz

Im Gebiet, das von der Triangulation der Schweiz iiberdeckt wird, sind bis heute
auf 110 Stationen total 207 Lotabweichungskomponenten beobachtet worden, wenn
wir die aus astronomischen Azimuten gerechneten Ost-West-Komponenten mit ein-

beziehen.

Im weiteren wurden von der Schweizerischen Geod&tischen Kommission (SGK) vier

Profile gemessen:

im Meridian vom Gotthard {sGKk Ba. 20}

im Parallel von Ziirich {sGK Bd. 22}
im Parallel von Locarno {sGK Bd. 24}
im Meridian von Lugano {sGK Bd. 24}

mit einem Total von 102 Stationen und 108 Lotabweichungskomponenten.

Indem wir zusdtzlich 8 auslindische Punkte mit je 2 LA-Komponenten heranziehen,
stehen uns somit zur astrogeoddtischen Bestimmung des Geoides in der Schwelz
220 Stiitzpunkte mit total 331 LA-Komponenten zur Verfiigung. Ein vollsténdiges
Verzeichnis und eine Karte "Astronomische Stationen in der Schweiz'" befinden

sich im Anhang.

Neben der sehr inhomogenen Verteilung der Stationen ist zu beachten, dass die

einzelnen LA-Komponenten mit unterschiedlicher Genauigkeit bestimmt wurden.

Elmiger hatte in {1975} deshalb alle Messungen in die folgenden T Giiteklassen

eingeteilt:

Klasse 1 o = ¢ oYk
oVs
0v6
ovT.
1v0
1's
20

_ ON 1 W

In der vorliegenden Arbeit wird diese als zweckmissig erachtete Einteilung

ebenfalls verwendet. (Vgl. Stationsverzeichnis im Anhang, Kolonne 1.)
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Alle Lotabweichungen beziehen sich auf das schweizerische Datum:

Bessel-Ellipsoid: a = 6 377 397.155 m
= 1/299.152 81
Fundamentalpunkt: B, = .46°57'08"66
Alte Sternwarte Bern Ly = 7026'22?50
Ng = -0.50m ¥)

2.2 Bisherige Arbeiten zum Geoid in der Schweiz

Eine erste Darstellung des Geoides in der Schweiz wurde Ende des letzten Jahr-
hunderts von Messerschmitt {SGK Bd.9, Tafel IV} gewonnen, indem er mit Hilfe
der damals bekannten Lotabweichungsstationen (unter Vernachléssigung der Lot-
krimmungen) 5 Meridian— und zwei Parallelprofile konstruierte und daraus eine

HShenkurvenkarte des Geoides zeichnete.

Die im Jahre 1948 abgeschlossenen Beobachtungen der im Abschnitt 2.1 aufgefiihr-
ten Geoidprofile boten erstmals die Gelegenheit, das Geoid der Schweiz in seinen
Detailformen, allerdings nur profilweise, darzustellen. Die damals angewandte

Methode des astrogeoditischen Nivellements wird im Abschnitt 3.2 diskutiert.

Bereits 1947 wurde in der SGK vorgeschlagen, drei weitere Meridianprofile sowie
ein zusdtzliches Ost-West-Profil zu beobachten. Da man nun aber an einer fléchen-

haften Darstellung des Geoides interessiert war, liess man den Vorschlag fallen.

In seiner Dissertation, deren Hauptthema die Interpolation von Lotabweichungen
war, streifte Elmiger kurz die Darstellung des Geoides mit Polynomen {Elmiger

1969, S. 158 ff}. (Vgl. auch Abschnitt 3.4).

Als bisher letzte Arbeit erschien {Elmiger 1975} iiber eine Geoidbestimmung der
Schweiz mit Hilfe des Flichennivellements. Die Methode ist im Abschnitt 3.3

dargestellt.

Drei Bestimmungen des europdischen Geoides seien noch erwéhnt, in denen natur-

gemidss nur die "grobe'" Form erkennbar ist:

{Wolf 1956} , {Bomford 1971} , {Levallois 1973}.

*#) Der Wert No = - 0.50 m ergibt sich aus den Resultaten der vorliegenden Arbeit

unter der (willkiirlichen) Annahme N = 0,00 m (siehe Seite 97
Schwerzenbach

und Verzeichnis der Geoidhdhen im Anhang).



3. GEOMETRISCHE METHODEN DER GEOIDBESTIMMUNG

Im Unterschied zum Kapitel 6, wo Lotabweichungen und Geoidundulationen als
stochastische Prozesse aufgefasst werden, sollen im vorliegenden Kapitel im
wesentlichen nur geometrische Beziehungen zwischen diesen Grdssen beniitzt

werden.

3.1 Einige Definitionen und Bezeichnungen

¢,\ : astronomische Breite, Lénge
B,L : geodétische Breite, Lénge
h : orthometrische HOhe

H : ellipsoidische HdOhe

N=H - h : GeoidhShe, Unterschied
Presmmm— Geoid
Geoid - Ellipsoid

N
— a B Ellipsoid ® : Lotabweichung im Punkt P:
Fig, 3.1 Winkel zwischen der Tangen-—
ten an die Lotlinie und der
Ellipsoidnormalen durch P
8o : Lotabweichung im Geoidpunkt P, (Projektion nach Pizetti,
vgl. Fig. 3.1): Winkel zwischen der Normalen auf das

Geoid und der Ellipsoidnormalen durch Py

E= ¢ -8B : Lotabweichungskomponente Nord - Siid im Punkt P
n=(X-1L1) cosd : Lotabweichungskomponente Ost - West im Punkt P

€ = £ cosa + 1 sina : Lotabweichungskomponente in Richtung des Azimutes a
€o > Mo » € : sinngemfss im Punkt P,

6§ =065 -6 : Lotkriimmung



= & =

3.2 Das astrogeoddtische Nivellement l&ngs Profilen

Bekanntlich erhdlt man die Geoidhdhendifferenz AN zwischen zweili Punkten A und

B mit Hilfe der Helmertschen Formel:

B
AN, = N, - N, = -ieods (3.1)

wobei, falls €, als Funktion des Weges s graphisch dargestellt wird, das Integral

der Flache unter der Kurve €, = f(s) entspricht.

Kennt man in einer Anzahl Zwischenpunkte die Lotabweichungskomponente €4 (z.B. in
einem Meridianprofil nur die Komponente &,), so kann die Kurve €, = f(s) gezeich-

net und die Fl&dche unter der Kurve ausgezéhlt werden.

Falls die Oberfléchenlotabweichungen € benilitzt werden, muss das Integral

B
ANAB = - [feds um die orthometrische Korrektion EAB vermindert werden {SGK Bd. 20
A
Seite 5}:
= ' -
ANAB ANAB EAB (3.2)
B
mit goEp = i(S‘So)dZ + hB(so‘EB) hA(So‘EA) (3.3)
wobei g : Schwerewert entlang dem Integrationsweg
go : willkiirlich gewédhlter Schwerewert
g mittlere Schwerebeschleunigung in der Lotlinie des

Punktes A bzw. B

Die Berechnung von EAB erfordert also die Kenntnis von g lédngs des Profiles
sowie die mittleren Schwerewerte lédngs der Lotlinien aller gesucﬁten Punkte.
Ueber deren Messung bzw. Berechnung verweise ich auf das Beispiel des Gotthard-

meridians in {SGK Bd. 20}.

Da die Kurve der Oberfléchenlotabweichungen im Gebirge sehr bewegt verléuft, wur-
den vor allem an den Héngen, wo Extremwerte zu erwarten sind, weitere Punkte
hineininterpoliert. Genauere Untersuchungen von Hunziker {SGK PV 1950 - 1953}
{iber die getroffene Wahl solcher Zwischenpunkte zeigten, dass schlecht gewéhlte
Punkte bei einem Stiitzpunktabstand von nur wenigen Kilometern mehr als 1l cm

Fehler an AN bewirken konnten:

In der Figur 3.2 wurden zwischen den Stiitzpunkten Nr. 40 (Giubing) und Nr. L1

(Airolo) des Meridians vom Gotthard zwei zus#tzlich zu Punkt 40 A interpolierte
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Werte einbezogen. Gestrichelt dargestellt ist der genauere Verlauf der Ober-
fléchenlotabweichungen. Die schraffierte Fléche entspricht einer Geoidhdhen-—
énderung von 1.5 cm auf 4.4 km Distanz.

g
_20n

Teil Gotthardmeridian: Oberflachen - LA und LA im Geoid

~/0km

© Punkte mit beobachteten LA

—-10" *  Punkte mit interpolierten LA
bl vgl. S. 20
%

Fig. 3.2

Anstelle der graphischen Integration, bei der die Kurve von Hand durch die Stitz-
werte hindurch gelegt wird, kann, wie Helmert {1880, S. 573ff} dargestellt hat,
die Kurve stiickweise durch Polynom- oder Fourierreihenentwicklungen (mit oder

ohne Ueberbestimmung) approximiert und damit analytisch integriert werden.

Der lineare Ansatz ersetzt die Kurve zwischen zwei Punkten durch die Sehne, die

HShendifferenz ergibt sich aus:

o= -1 .
AN = 2 (eA + eB) As (3.4)

A B

Aééé% Sie stellt das Integral dann exakt dar, falls
S

die Trapezfléche gleich der Fléche unter der

Fig. 3.3 tatsdchlichen Kurve ist.

Falls nun, wie im Meridianprofil des Gotthards, die Stlitzpunkte und inter-
polierten Punkte so gewdhlt werden, dass die wellenartige Struktur des Lotabwei-
he chungsverlaufes mdglichst liickenlos erfasst
wird, so pflanzen sich die an sich systemati-
schen Fehler (schraffierte Flédchen in der Figur

3.4) praktisch nicht fort, da sie abwechslungs-—

weise positiv und negativ wirken.
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Ersetzt man beispielsweise fiir den Meridian vom Gotthard das Integral -feds
durch die lineare Approximation z AN' E LN €i+l) Asi , so erhdlt man

folgende Maximalfehler: .

Grésste Abweichung einer HShendifferenz zwischen zwei benachbarten Punkten gegen-

iiber der graphischen Integration:

Punkt 40 A - Punkt 41 (Airolo) : SAN'!

3.0 cm

Grosste Differenz der Geoidhdhen (Ausgangspunkt Nr. 1 Sottenegg: N; = 0) gegen-—

iiber der graphischen Integration:
Punkt 26 A : &N' = - L.3 cm

Totale Anzahl Stiitzpunkte: 111 wovon 57 Punkte interpoliert
Totale Lénge des Profils : 186 km
Maximale Geoidundulation : 260 cm (zwischen Punkt 1 und Punkt 19, vgl. auch

Fig. 4.16 seite 35)

In der Figur 3.5 sind die Unterschiede der mit Hilfe der linearen Approximation
gerechneten HShen gegeniiber den aus der graphischen Integration resultierenden

fiir alle Profilpunkte aufgetragen., Man sieht, dass sich die Approximationsfehler
nicht beliebig weit aufsummieren, da sie doch recht zufédllig bald positiv, bald

negativ wirken.

SN’ Meridian vom Gotthard: Unterschiede lineare Approximation — graphische Integration

—S5cm

v1

5 10 15 20 25 30 /‘\/\’\/'\ /\
l:::l::‘:l::Lll :'l n:n} 1_‘:4 n \/ + A.‘

—-5cm ’

Fig. 3.5

Kennt man in jedem Stiitzpunkt die Lotkriimmung *), kénnen somit die Lotabweichun-
gen €, im Geoid gerechnet werden. Da ihr Verlauf wesentlich ruhiger ist (vel.
Fig. 3.2 fiir Teil Gotthardmeridian), kann die Dichte der Stitzpunkte schon be-
triachtlich reduziert werden. Die Berechnung der orthometrischen Korrektion (3.3)

ist nicht nétig.

Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, welche Fehler in Funktion des Stlitzpunkt-

ebstandes zu erwarten sind, wenn zur Berechnung der Geoidhdhendifferenz die

%) Elmiger {1969} bestimmt die LK als Differenz von aus Massen gerechneten LA an

der Oberfléche bzw. im Geoid. Dazu kommt die Freiluftreduktion (fur die £-Kom-
ponente). Er rechnet mit einem mittleren Fehler der LK von etwa *0V5. Weitere
Methoden der LK-Bestimmung siehe zum Beispiel im Handbuch {Jordan-Eggert-Kneissl,
Band V}.
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Néherungsformel - %(EOA + eoB) As verwendet wird.

Da die Berechnung von Geoidprofilen mittels Oberflidchenlotabweichungen und
orthometrischer Korrektion nicht weiter verfolgt werden soll, sei abschliessend
als Illustration eine Darstellung der mittleren Fehler einiger GeoidhShen

gegeben, wie sie fiir den Meridian vom Gotthard von Niethammer in {SGK Bd. 20}

berechnet wurden:

-50 -100 -150 X tkma

Fig. 3.6
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3.3 Das astrogeoddtische Fladchennivellement

Urr zu einer fléchenhaften Vorstellung des Geoides zu gelangen, kdnnen etwa ver-
schiedene Profile gitterférmig zusammengefiigt werden, wobei, &hnlich wie bei
Nivellementsnetzen, die Widerspriiche in den Knotenpunkten auf die einzelnen Pro-

filstiicke verteilt werden miissen {Helmert 1880}.

In den meisten Fillen sind jedoch die Punkte mit bekannten Lotabweichungen
beliebig und zum Teil sehr unregelmissig verteilt. Wir erweitern deshalb die

Methode des astrogeodidtischen Nivellementes auf fléchenhaft verteilte Stiitz-

punkte.

Wir ersetzen wieder den Verlauf der Lotabweichungen zwischen zwei (Stiitz-)Punkten

Pi und Pk durch eine Gerade und erhalten somit fiir die Geoidhdhendifferenz:

- -1
N, = -3 ey te) sy, (3.5)

(Da wir uns im folgenden nicht mehr mit Oberfléchenlotabweichungen befassen, ver-
zichten wir einfachheitshalber bei den Bezeichnungen fir die Lotabweichungen auf

den Index "o".)

Die Komponente € der LA in Richtung von PiPk erhalten wir aus:

€ = £ cosa + n sin a (3.6)

Vernachlédssigen wir die Meridiankonvergenz, kdnnen wir setzen:

1 xk - xi Ax
cos a = . =
Ax | ik ik
y . Ve ©Y¥y W
sina = —/ = -—
ik ik
somit: 1
- -_— - —_ + T .
ANik 5 ((Ei + gk)(xk Xi) (ni + nk)(yk yi)) (3.7)

Rechnet man nicht in der Projektion, sondern auf dem Ellipsoid, entspricht der

Formel (3.7) folgende Darstellung, wie sie beispielsweise im Handbuch {J.E.K.

Band V} hergeleitet ist:

= -2 (G5 + )0, — M + (ng + n )y = AN cosg ) (3.8)

mit: M: Meridiankriimmungsradius N: Querkriimmungsradius ¢m: mittlere Breite
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Wir kénnen nun mit Hilfe der Stilitzpunkte ein "H8hennetz"" auftauen, in welchem
die mit (3.7) gerechneten HShendifferenzen die Beobachtungen darstellen. Dies
fihrt auf eine Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit den Geoidhdhen N
als Unbekannte und den

Beobachtungsgleichungen: ANik = Nk - Ni

i § - 6N, + - .. = (N® - N?
Verbesserungsgleichungen v GNl 5Nk (Ale (Nk Nl))

ik
Mindestens eine Geoidhdhe N, muss als bekannt vorausgesetzt werden. Da die

Beobachtungsgleichungen schon linear sind, wiirde sich die Einfiihrung von Néhe-

rungswerten fiir N eriibrigen.

In Matrizenschreibweise:

v = BON-L

(o]
=
I

(8" pB)t BT pL (3.9)

wobei P die Gewichtsmatrix der '"Beobachtungen' ist.

Der Vorteil dieser Methode liegt eindeutig im einfachen Aufbau; sie ist leicht
zu programmieren und bendtigt sehr wenig Rechenzeit. Zum Beispiel braucht eine
IBM 370-158 fiir die Berechnung eines Netzes von 50 Punkten inklusive automati-

scher Netzdefinition (vgl. unten) knapp 3 Sekunden.
Im weiteren kdnnen problemlos beliebig viele Festpunkte eingefiihrt werden.
Auf diese Art wurde das Geoid der Schweiz von Elmiger {1975} bestimmt.

Bei der Anwendung der hier beschriebenen Methode treten nun aber verschiedene

Probleme auf:

a) Netzaufbau

Im Gegensatz zu einem wirklichen HShennetz, wo der Netzaufbau auf Grund fehler-
theoretischer Ueberlegungen und mdglicher Beobachtungen gemacht werden kann,
haben wir in unserem Fall im Prinzip beliebig viele Mdglichkeiten, um aus einer

gegebenen Stiitzpunktverteilung ein Netz zu formen:

Man fordert etwa, dass jeder Netzpunkt wenigstens durch eine bestimmte Anzahl von

"Beobachtungen" mit den Nachbarpunkten verbunden sein soll.

Oder: Es sollen alle mdglichen Verbindungen beriicksichtigt werden, deren Léngen

eine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten. Zus&tzlich k&nnte noch eine maximale
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Anzahl Verbindungen pro Punkt vorgegeben werden.

Eine weitere Mdglichkeit einer Netzdefinition, die allerdings recht schwierig zu
programmieren wére, ist der Aufbau eines Netzes aus mSglichst regelmissigen

Dreiecken.

Im Kapitel 7 wird der Einfluss des Netzaufbaues auf die resultierenden GeoidhShen

anhand einiger Beispiele untersucht.
b) Gewichte

Da die Léngen der Verbindungen im allgemeinen recht stark differieren und die
zugrunde gelegten Lotabweichungen mit unterschiedlicher Genauigkeit gemessen

wurden, stellt sich die Frage nach der Gewichtung der "Beobachtungen'.

Der Fehler einer '"Beobachtung'" setzt sich zusammen aus den Fehlern der gemessenen
und auf das Geoid reduzierten Lotabweichungen sowie aus dem Unterschied der

linearen Approximation zum exakten Integral -feds.

Der Anteil der Messfehler wirkt distanzproportional, der zweite wird oft propor-
tional zum Quadrat der Entfernung angenommen ({J.E.K. Bd. V, Seite 183}).

Damit erh&lt man: = a?s? + p2s*

2
AN
a, d.h. der mittlere Fehler der Lotabweichungen, ist in der Grdssenordnung be-

kannt, wdhrend Uber b apriori nichts ausgesagt werden kann.

Empirisch kann der Verlauf von Wy flir einen bestimmten Geléndetyp folgender-

massen abgeschétzt werden:

Sind von einer Anzahl Stiitzpunkte ihre GeoidhShen ungefdhr bekannt, rechnet man
fiir alle mbéglichen Kombinationen die Hdhendifferenzen mit (3.7) und vergleicht
diese mit den aus den gegebenen HOhen berechneten Differenzen. Indem nun die
quadratischen Mittelwerte der Abweichungen in einzelnen Distanzklassen berechnet

werden, erhalten wir ein Bild vom gesuchten Verlauf.

In der Figur 3.8 ist By fiir drei Gebiete dargestellt, némlich:

BO : Berner Oberland - Netz (Alpen)
MG : Teil des Meridians vom Gotthard (Voralpen)
PZ : Parallel von Zirich (Jura, Mittelland)

(Das Berner Oberland-Netz umfasst die Punkte, welche von Wunderlin in {SGK Bd.26}
publiziert wurden. Sie dienten dem Studium der Bestimmung von Lotabweichungen mit

Hilfe gemessener HShenwinkel.)
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| Man;m

Fig. 3.8

Die Kurven gelten fiir auf das Geoid reduzierte Lotabweichungen. Die Gerade ent-
spricht dem Anteil, der aus dem Fehler der Lotabweichungen (nier: .m8 = +0'})
stammt. Wie zu erwarten war, steigt der totale mittlere Fehler der HBhendiffe-

renzen wesentlich stérker an.

Falls nun im zu berechnenden Netz Lotabweichungen mit stark unterschiedlichen
Genauigkeiten gemessen wurden, miissten die Gewichte der "Beobachtungen" als
Funktion der LA-Fehler und eines flir ein Teilgebiet chareskteristischen,

distanzabhingigen "Approximationsfehlers" gerechnet werden.

Im Abschnitt 7.5 wird der Einfluss der Gewichtswahl auf die resultierenden

GeoidhShen anhand einiger Beispiele untersucht.

¢) Korrelationen zwischen den "Beobachtungen"

Die mit Hilfe von (3.7) gerechneten, als "Beobachtungen" in die Ausgleichung
eingefithrten HShendifferenzen sind in Wirklichkeit nicht unabhéngig voneinander,

sondern iiber die Lotabweichungen algebraisch miteinander korreliert.

Das folgende funktionale Modell vermeidet diese Korrelationen:

Die gemessenen Lotabweichungen werden direkt als Beobachtungen in die Aus-
gleichung eingefithrt. Die Unbekannten sind wie frither die GeoidhShen der

Stationen.
Nun formulieren wir Bedingungen zwischen den Unbekannten und den Beobachtungen:

Unbekannte: NO + &N Anzahl: u

=
]

g Anzahl: jen

Beobachtungen: § = & + v
n + v
n n n



: 1,z .3 - -
gungen: = HN. = == . ..+ 5 . :
Bedingungen: N N, = [(EI-FEk) Axlk (nl-Fnk) Aylk) Anzahl: r
damit:
Ax. Ax. Ay. Vi
_clly 0, _ 1k . ___1k + _ ik 5 ik L -
Nk GNk-+Ni GNi 3 (Ei Vg_) ——§—<gk vgk) 5 (n ni) (nk vnk) 0
i

Wir fassen die Koeffizienten in den Matrizen AT, B, W zusammen:

AT - _ B _ — _ By iy _ b5y
A . 2 o e T e m R
B = L+l ... -1 ...

= _1 _ 30 40
¥ + (g, +E)bx,, + (n, +n )y, - Np+N7)

Somit haben wir in Matrizenschreibweise die Bedingungsgleichungen:

A'v + B&N+w = O (3.10)

Formell liegt eine bedingte Ausgleichung mit Unbekannten vor.

Die Forderung [pvv] = min ergibt folgende Normalgleichungen:

L[}
o

ATQ Ak + BSN + w
€EE — - -

(3.11)
BT k

]
o

Qee ist die inverse Gewichtsmatrix der Lotabweichungen, meistens wohl als

Diagonalmatrix einzufiihren.

k ist der (uns primér nicht interessierende) Korrelatenvektor.

Mit R = ATQeéA erhalten wir die L&sung:

(14

&N = - (3R 2B) "t 8TR Y v (3.12)

Es stellt sich nun noch die Frage, wieviele unabhéngige Bedingungsgleichungen

im Maximum aufgestellt werden kdnnen:
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R wird singuldr, falls die Matrix AT mehr Zeilen als Spalten hat, d.h. falls

r > 2n.

Skizzierung des Beweises: Falls r > 2n, ist der Rang von AT und A hGchstens 2n,
somit auch derjenige von R. R hat aber r Zeilen und r Spalten, d.h. sein Rang

ist kleiner als die Anzahl Zeilen und Spalten.

Die grésstmégliche Anzahl Bedingungsgleichungen ist folglich gleich 2n. Dies
bedeutet, dass jeder Netzpunkt durchschnittlich mit 4 Nachbarpunkten verbunden

werden kann.
Im Minimum muss natiirlich auf jeden Punkt eine Verbindung gehen.

Die Matrix R—l entspricht nun der Gewichtsmatrix P in (3.9), wobei aber hier
die algebraischen Korrelationen zwischen den fingierten Beobachtungen w be-

riicksichtigt sind.
Zusédtzlich kann in R der Einfluss der Approximationsfehler angebracht werden.

Der Hauptnachteil der im vorliegenden Abschnitt entwickelten Methode gegeniiber
dem einfachen Flidchennivellement ist der betrédchtlich grdssere Rechenaufwand,

muss doch bei n Stiitzpunkten eine 2n x 2n - Matrix (R) invertiert werden.

Im Abschnitt 7.5 untersuchen wir den Einfluss der Beriicksichtigung der Korrela-

tionen anhand einiger Beispiele.

d) Fehlende Lotabweichungskomponenten

Die Berechnung der "Beobachtungen" (3.T) bzw. der Widerspriiche w verlangt in

jedem Stiitzpunkt die Kenntnis beider LA-Komponenten.

In vielen Stationen ist aber nur eine Komponente beobachtet worden. Man miisste
nun entscheiden, ob solche Stationen fallen gelassen oder die fehlenden Kompo-

nenten vorgingig mit einer geeigneten Methode interpoliert werden sollen.

e) Geoidhdhen ausserhalb der Stiitzpunkte

Die Methode des Flichenmivellements liefert nur die Geoidhlhen der Stiitzpunkte.
Um zu einer liickenlosen Fliachendarstellung zu gelangen, miisste anschliessend

eine Interpolation der Hohen durchgefihrt werden.

Eine andere Mdglichkeit wire eine feinere, beispielsweise gitterfdérmige Inter-
polation der Lotabweichungen mit anschliessender HShenbestimmung.

Bsp: {Wolf, 1956}.
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f) Approximationsfehler

Wie wir in Figur 3.8 dargestellt haben, konnen die Fehler, die durch die
Approximationsformel (3.7) hervorgerufen werden, mit der Distanz sehr stark

anwachsen.

Im Kapitel L4 wird deshalb nach grundsdtzlichen Verbesserungen gesucht, die

wenn moglich den Einfluss dieser Approximationsfehler herabsetzen sollen.

3.4 Die Darstellung des Geoides durch gewdhnliche Polynome

Die Niveauflédche N kann als Polynom n-ten Grades der Koordinaten x und y dar-

gestellt werden:

R (
N (x,y) = c.. X ¥ 3.13)
B i=0 k=0 =

Die Koeffizienten ik werden aus den Lotabweichungen der Stilitzpunkte mit einer

Ausgleichung bestimmt:

£ o= - N _ Ii’ nil . i-1 k
8x i=0 k=0 1k
(3.1k4)
noe sW g T e, oy
3y i=0 k=0 .

Die Koordinaten x,y miissen vorgingig im allgemeinen mit einem Skalierungsfaktor
in die Grossenordnung von 1 reduziert werden, da sonst bei Polynomen hdheren
Grades sehr leicht Zahlen entstehen, deren Exponenten die Kapazitét der Rechen-

anlage ilibersteigen.

Vorteile: - Die Bestimmung der Koeffizienten Ciye und die Berechnung der Niveau-

flache (3.13) ist sehr leicht auf einer Rechenanlage durchzufiihren.

- Mit Hilfe von (3.13) als Beobachtungsgleichungen kdnnen in die Aus-

gleichung beliebig viele Festpunkthdhen eingefiihrt werden.

- Da (3.13) die Fléche kontinuierlich darstellt, eriibrigt sich eine

anschliessende Interpolation der Hohen.

- Lotabweichungen kdnnen an beliebiger Stelle berechnet werden,
man hat demzufolge zus&tzlich die Mdglichkeit der Lotabweichungs—

interpolation.
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- Es kOnnen auch Stiitzpunkte mit nur einer beobachteten LA-Kompo-

nente eingefiihrt werden.

Nachteile: - Die resultierende Fléche geht im allgemeinen nicht durch die ge-

gebenen Festpunkte,

- Der Grad der Polynome kann nicht beliebig vergrdssert werden, da

IN sonst vorallem in den stilitzpunkt-
freien Gebieten unreale Undula-
tionen auftreten kdnnen. Deshalb

Befynam ist eine komplizierte Fléche nicht

befriedigend darzustellen, da die

s Anpassung zu wenig flexibel ist.

Fig. 3.9

- Eine Erhdhung der Anzahl Punkte mit bekannten Lotabweichungskompo-—

nenten bringt folglich nicht zwangslédufig eine Erhdhung der Ge-

nauigkeit.

- Extrapolieren fiihrt auf nicht annehmbare Resultate.

Elmiger legt in seiner Dissertation {1969} der Interpolation von Lotabweichungen

Polynome zu Grunde, indem er die Differenz aus beobachteten minus aus Massen be-
rechneten Lotabweichungen mit Polynomen (3.1k) darstellt,

Falls die diesen reduzierten Lotabweichungen entsprechende Niveaufléche einen
glatten Verlauf zeigt, bildet (3.13) - mit Hilfe der in Kepitel 4.3 entwickelten
Methode - eine gute Mdglichkeit der Geoidbestimmung. Die direkte Darstellung des

Geoides mit Polynomen ist jedoch (fiir die Schweiz) nicht sinnvoll. (Vgl. die

numerischen Untersuchungen im Kapitel T.)

Auf eine allfdllig mdgliche Anwendung von sog. Spline-Funktionen kann hier

nicht eingegangen werden.
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4. GRUNDSAETZLICHE VERBESSERUNGEN DER GEOMETRISCHEN METHODEN

Die hauptséchlichste Schwierigkeit der astrogeoddtischen Geoidbestimmung liegt
darin, dass wir eine im allgemeinen kompliziert verlaufende Fldche mit Hilfe
weniger Stiitzpunkte, in denen nur die Fléchennormalen gegeben sind, darstellen

missen.

In den folgenden Abschnitten entwickeln wir nun drei verschiedene Methoden, die
alle als zusdtzliche Information vorhandene, digitalisierte Gel&ndedaten, im

folgenden"digitalesGeléndemodell"genannt,511dieGeoidbestimmungeinfﬁhren.

Im Abschnitt 4.1 berechnen wir in den Stiitzpunkten die Ableitungen der Lotab-
weichungskomponenten nach x und y aus Massen und versuchen damit, den LA-Ver-

lauf zwischen den Stitzpunkten besser zu erfassen.

Im Abschnitt 4.2 wird die sichtbare Topographie dazu benltzt, den tatséchlichen

LA-Verlauf und damit das daraus resultierende Geoid zu glétten.

Indem wir den wohlbekannten Satz von Bruns auf das durch das digitale Geldnde-
modell definierte Stdrpotential anwenden, konnen wir uns, wie im Abschnitt 4.3
gezeigt, im wesentlichen auf die Bestimmung eines - betrdchtlich ruhiger ver-

laufendes - Cogeoides beschrénken.

Zur Verbesserung der topographischen Reduktion der Lotabweichungen beniitzen wir
- anstelle der {iblichen isostatischen Modelle — den Verlauf der (vorallem

seismisch bestimmten) Mohorovidié - Diskontinuitét.

4.1 Beriicksichtigung der 1. Ableitungen der Lotabweichungen

Wie wir im Abschnitt 3.2 ausgefilhrt haben, ersetzt die Formel AN = - %(Ei-kgk) As

die Kurve der Lotabweichungen zwischen den Punkten P. und}Pk durch die Sehne.
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Falls nun die Ableitungen der Lotabweichungen in Pi und Pk nach s bekannt sind,

kann die Kurve durch ein Polynom 3. Grades approximiert werden:

e = as>+b s2+cs+d (k.1)

Zur Bestimmung der vier Koeffizienten a, b, c, d haben wir die vier Gleichungen:

€. = a s.3 +b s.2 +cs. +4d
1 1 1 i
3 2
€ = + + +
k a sk b sk c sk d
de.
e.!' = —Ei- = 3a s.2 +2bs. +c (4.2)
1 ds 1 1
dey
2
' = —= = + 2 +
sk ™ 3a sk b sk c

Die HOhendifferenz AN erhalten wir aus:

Sy ; ,
AN = -f(as” + bs + cs + d) ds (4.3)

S.
1

Berechnen wir die Koeffizienten &, b, ¢, d mit Hilfe von (4.2) und setzen sie in

(4.3) ein, erhalten wir:

2
_ As _ Qs - !
AN = = (ei-+ek) 1 ( €, ) (L.4)

Mit As =\/Ax2-+Ay2 und € = £ cos a+nsin a erhalten wir fiir beliebige

Richtungen:

g = %S:%g—z—cosa+—§-%%cosa+5g-rl-é-s-s1na+—ﬂgslna

= %& cosza + (g§~+%2)cos a sin a + %?-sinza

' R TR A & ., an _71 ,
3 (3 (ay+3 ax-y + By ) (4.5)

Die 4 Differentialquotienten 5% 55 5& 3? kdnnen fiir jeden Punkt numerisch

berechnet werden, indem men die Lotabweichungskomponenten fiir den Punkt selbst,

sowie fiir zwei Nachbarpunkte aus Massen rechnet:
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[ YR T A S )
G,L =T % 5
P.
P Gy Y _
oy an . B P an 5 Tp
3x ox k oy Sy
Fig. 4.3

Theoretisch sollte dabei die Integrabilit&tsbedingung

% _ 9o

oy ox
erfiillt sein. Tats#chlich zeigen sich kleine Unterschiede infolge der Endlich-

keit der Intervalle &x und §y.

Tm Testfeld des Berner Oberlandes filhrien wir mit dieser Erweiterung der HShen-

differenzformel (L.4) verschiedene Untersuchungen durch.

Die Erwartungen wurden aber bei weitem nicht erfillt; es zeigten sich keine
wesentlichen Verbesserungen gegeniiber dem einfachen Ansatz, weder hinsichtlich
des mittleren Fehlers einer HShendifferenz (berechnet wie auf Seite 12 unten

angegeben), noch in den Resultaten der Ausgleichung.
Dafiir gibt es vorallem zwel Grinde:

1. Die Quadereinteilung der Topographie bewirkt eine Verfédlschung der Differential-

quotienten.

2. Die Kurve 3. Grades wird vorallem durch die beiden Tangentenrichtungen de-
finiert. Bei grossen Aenderungen der Tangentenrichtung kann nun die Kurve
3. Grades stark vom tatsichlichen Verlauf der Lotabweichungen differieren,
stérker noch als die einfache lineare Approximation. In Figur 3.2 Seite T
sind die Kurve 3. Grades und die lineare Approximation.zwischen zwel Punkten
des Gotthardprofils mit ca. 15 km Abstand (Punkte 32 und 36) gezeichnet. Man
vergleiche sie mit dem tatsichlichen Lotabweichungsverlauf zwischen den

beiden Punkten.

Im weiteren stellt die Berechnung der Lotabweichungsableitungen einen betréchtli-

chen Mehraufwand dar.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass sich die Berlicksichtigung der Lotab-

weichungsableitungen als ein untaugliches Mittel erwiesen hat.
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4.2 Gldttung des Geoides

Das Geoid kann fiir ein bestimmtes Gebiet verschieden detailliert dargestellt
werden. Schiirer unterscheidet in {1961} folgende fiinf Niherungsldsungen dieser

Aufgabe:

1. Ndherung - Ellipsoid
2. " - Undulation von ungeféhr 100 m Amplitude
3. " - Undulationen von 1 - 2 m Amplitude, hervorgerufen durch

Gebirgsziige (Bsp. Jura, ndrdl. und siidl. Alpenwall) und
Unterschiede in der Machtigkeit der Kruste

L. " - Undulationen von ungeféhr 1 - 10 cm Amplitude, verursacht
durch einzelne Berge und Bergketten

5. " - Undulationen, die durch einzelne Felsen, Flussldufe und

Hiigel entstehen und bis etwa O.1 mm Amplitude besitzen

Die 5. N&dherung stellt das tatséchliche Geoid in all seinen Kleinformen dar. Der
Verlauf der Fléchennormalen ist aber sehr uneinheitlich und bewegt. Folglich kann
die dazugehdrende Flédche, wie wir im Kapitel 3 ausgefiihrt haben, schlecht be-

stimmt werden.

Es stellt sich nun die Frage, ob wir den Verlauf der Lotabweichungen glédtten
kdnnen, indem wir sie beispielsweise vom Einfluss der ndheren Topographie (5 bis
10 km) befreien: Die dazugehérende, leicht generalisierte Fléche entspréche etwa
der 3. bis z.T. der 4. Ndherung obiger Zusammenstellung. Der Verlauf der Fléchen-—

normalen wiirde ruhiger, die Fléche selbst also einfacher zu bestimmen.

Die Generalisierung der Lotabweichungen geschieht rechnerisch:

Von den gemessenen (auf das Geoid reduzierten) Lotabweichungen wird der Einfluss

der sichtbaren Topographie innerhalb eines bestimmten Umkreises subtrehiert.

Kleines Modellbeispiel

3 Prismen, Linge 20 km, Breite 4 km, HOhe 1600 m, Laufpunkt 800 m unterhalb der

Basis. (Ein Prisma entspricht mit seinen Massen ungeféhr der Niesenkette im

Berner Oberland).

N

2400 m

800 m

|(IJ km 2"0 km 30km
Fig, 4.k
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In Figur 4.5 ist der Verlauf der rohen Lotabweichungen sowie der um den Ein-

fluss der Topographie innerhalb von 3 bzw. 5 km reduzierten LA dargestellt.

-10" —— —_——

———~ LA ohne 3km Umkreis

Fig. 4.5

Figur 4.6 zeigt das dazugehdrende Geoid sowie die fir 3 bzw. 5 km Umkreis ge-

neralisierten Fléchen.

:
50cm ——
40 cm ———
30ecm —— s
// Geoiderhebungen —— ganze Topographie ~ N
4 2 3 ~
20em —— pd — — ohne 5 km-Umkreis -
/ ———— ohne 3 km-Umkreis
........ vgl. Seite 2+  “schiefe Ebene” N
10cm ]
| | |
[¢] | | |
10km 20km 50km
Fig. 4.6

In diesem Modellbeispiel werden offensichtlich die von den einzelnen Ketten her-
vorgerufenen Undulationen (Amplitude von 5 - 10 cm) bereits durch Abspaltung der

Topographie bis 3 km wegfiltriert.

Es fallt jedoch auf, dass die generalisierte Fléche durchwegs unterhaldb der ur-
spriinglichen verlduft. Die Differenz wird mit zunehmender Generalisierung gros-
ser. Dieser Effekt tritt auf, weil innerhalb des Umkreises in Richtung Massiv-
mitte im allgemeinen mehr Masse eliminiert wird als in Gegenrichtung.

("Indirekter Effekt" der eliminierten Massen).

Die generalisierten LA werden also im Durchschnitt betragsmissig zu klein. Dies
soll noch anhand einiger Punkte des Berner Oberland Netzes illustriert werden.
In Figur 4.7 sind die Lotabweichungen im Geoid sowie ihre Generalisierung fiir

5 bzw. 10 km Umkreis dargestellt. Der ruhigere Verlauf der 5- insbesondere der
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10-km LA ist offensichtlich, ebenso aber auch die Tendenz, dass die generali-

sierten LA betragsmissig kleiner werden.

R

\Y
0
\ \\ 5 O Daube
\
0\
O ) \
Niesen Aeschiallmend \\
\
Sulegg
Dreispitz
0 5 10 15 20 25¢ .
bt 11 Lotabweichungen 0 s
0 5km 10
Ee=——==o—+=] Situation
Fig. 4.7 Sphinx

Berechnet man mit Hilfe des Fléchennivellementes die Geoidhdhen der Punkte im
Berner Oberland, erhdlt man, je nach Generalisierungsgrad, folgende Héhendif-

ferenz zwischen dem hdchsten (Sphinx) und dem tiefsten Punkt (Spiez-Biihl):

Generalisierungsgrad ANmax (pvv)
- 225 cm 22.5

bis 3 km 210 cm 12.2

bis 5 km 190 cm 5.6

bis 10 km 143 em 5.5

Die gewichtete Quadratsumme der Verbesserungen der als Beobachtungen einge-
fihrten Héhendifferenzen-é-(el-+€2)-As ergibt eine qualitative Beurteilung des
Generalisierungsgrades der Fléche.

Wie zu erwarten war, nimmt dieser Wert (Kolonne 3) mit zunehmendem Generali-

sierungsgrad ab. Desgleichen auch, wie oben schon ausgefiihrt, die Geoid-HShen-

differenz zwischen den beiden Netzpunkten.
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Es ist klar, dass wir eine systematische Verfélschung der Flache in diesen
Grdssenordnungen nicht zulassen konnen.
Wir priifen nun, ob dem durch geeignete Massnahmen begegnet werden kann:

Falls man innerhalb des Umkreises nur den Einfluss der Topographie bezliglich
einer dem Geldnde bestangepassten schiefen Ebene berechnet und von den gemesse-
nen Lotabweichungen eliminiert, kdnnte dem systematischen Massendefizit entgegen-

gewirkt werden. Vgl. Fig. L4.8.

Wirksame Topographie
l .
| |

1 S| A
o
1 |
| T
keine Generalisierung gewdhnliche Generalisierung Generalisierung
mit schiefer Ebene
Fig. 4.8

In der Figur 4.6 S. 22 ist flir das Modellbeispiel das generalisierte Geoid
(punktierte Linie) dargestellt unter Beriicksichtigung der schiefen Ebene bis

5 km.

Die Berechnung des Berner Oberlandnetzes (wie auch des Modellbeispiels) zeigt
nun tatséchlich ein weitgehendes Verschwinden der systematischen Differenzen.
Andererseits nehmen aber die Verbesserungen der "Beobachtungen" nahezu wieder

dieselben Betridge an wie ohne Generalisierung.

Mit diesem Verfahren kann das Geoid nicht wesentlich genauer bestimmt werden
als mit den urspriinglichen Lotabweichungen. Unbefriedigend ist weiter die
Schwierigkeit, quentitative Angaben {liber die Grdsse der Generalisierung zu

machen.

Im {ibrigen ist fiir die niedere Geoddsie, wie wir in der Einleitung erléutert
haben, gerade die Kenntnis der Feinstruktur (L. Naherung) des Geoides von Be-

deutung.

Die Resultate dieser Untersuchungen bestétigen jedoch die Tatsache,dass der
Verlauf der Lotabweichungen betrichtlich ruhiger wird, wenn man den Einfluss

der ndheren Topographie eliminiert. Dem wird nun auch im néchsten Abschnitt

Rechnung getragen.
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4.3 Cogeoid und Satz von Bruns

4.3.1 Prinzip

Die Differenz zwischen dem tatséchlichen Schwerepotential W und dem Potential U

der Normalschwere bezeichnet man iliblicherweise als Stdrpotential T:
T = W-U (4.6)
Wir spalten nun T in zwei Teile auf:

T = T, +Tg (4.7)

TM ist das Stdrpotential, das von den Massen herriihrt, die von einem digitalen
Gelédndemodell erfasst werden. (Dieses Massenmodell kann aus verschiedenen Dichten
zusammengesetzt sein wie auch isostatische Kompensationsmassen und bekannte Stdr-

korper enthalten).

TS ist das Stdrpotential, das von allen librigen, nicht im Modell enthaltenen
Stérmassen, d.h. von Modellfehlern gegeniiber der tats&chlichen Erde, herriihrt.
Diese Modellfehler &ussern sich dadurch, dass die mit Hilfe des Modells berech-
neten Lotabweichungen nicht mit den tatséchlichen iibereinstimmen. (Von den Mess-—

fehlern der LA muss hier abgesehen werden., Ihre Filterung siehe Kapitel 6).

In Analogie zur gravimetrischen Geodédsie nennen

P Geoid W=W, . . B
————"T*———_—_- wir die Fléche
N

R = U+ TS = Wy, = konstant

N, Cogeoid. Ihre Normalenrichtungen werden durch

die sogenannten reduzierten Lotabweichungen Ae

- Ellipsoid U= W, dargestellt:

Fig. )4.9 Ae = (h'a)

Egemessen - eModell

Sie werden folglich berechnet, indem man die tatsédchlichen Lotabweichungen vom

Einfluss der Modellmassen befreit.

Das Cogeoid wird mit Hilfe der reduzierten Lotabweichungen mit einer der im

Kepitel 3 bzw. 6 beschriebenen Methoden bestimmt,
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Indem wir auf das StOrpotential TM den Satz von Bruns anwenden, erhalten wir

den uns noch fehlenden Hdhenunterschied N, zwischen Cogeoid und Geoid:

2
dR
—J + — - P
Rp Re an N2 Re — &',
= R + = + — +
WP P TM RC n N2 TM
= - gN, +T
Be = &Ny + 1y
1 = = 1 = = o +
Mit WP RC Wo erhalten wir: 0 g N2 TM
Damit: TM
N, = — (Satz von Bruns) . (4.9)

g ist derselbe mittlere Schwerewert, wie er zur Berechnung der Lotabweichungen

aus den Modellmassen verwendet wird.

Somit erhalten wir:

Stérpotential TM

= + "
NGeoid NCogeoid g (4.10)

4.3.2 Die Berechnung des Potentials und der reduzierten LA

Im folgenden Abschnitt stellen wir die Formeln zusammen, mit denen wir das

Potential der Modellmassen berechnen.

Da im wesentlichen das digitale Geldndemodell von Elmiger beniitzt wird, basieren
die Berechnungen des Potentials auf den Formeln fiir Massenpunkt, Massenstrecke
und Quader, in Analogie zu der Berechnungsart von Lotabweichungen aus Massen,
wie sie in {Elmiger, 1969} entwickelt wurde. Da in jener Publikation die

Formeln fiir die horizontale Anziehung von Massen angegeben und das Geldndemodell

genau beschrieben ist, verzichten wir hier auf deren Darstellung.

Folgende Bezeichnungen werden verwendet:

h : Terreinhd&he

p : Dichte

G : Gravitationskonstante 5
E : Erdkrimmung: E = 923

AF : Fléche eines Rasterelementes des digitalen Geldndemodells



a) Formeln fiir das Potential T

Allgemein T = G Sfff pjgﬁ
Massenpunkt
Az =~ g— E
2
r = Ax + Ay2 + Az2
T = G p AF g (k.11)
2 2
Qa = Ax + Ay2
2 2
ro, = a +(h-E)
2 _ 2. 2
rE = q +E
rT + h - E
T = Gp AF In —mmm8—— (k.12)
rE - E

Quader
Ly 3L, ,Ly: Dimensionen des Quaders
z
L, D; D, ,D3: Koordinatendifferenzen zum
L, Ls Quadermittelpunkt
M
% I Da die Quaderformel nur fiir nahe Massenelemente
////’ )_}____ Z) verwendet wird, vernachlédssigen wir die Erd-
7D, /
/7 y il krimmung.
Z /
7 %, |/ : . .
J 4~;, - Die Herleitung sowie eine ausfiihrliche Darstel-
D, y lung findet men z.B. in {Mac Millan 1958}.

Fig. 4,12
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Fiir die Programmierung der Formel kann aber bei Verwendung von Schleifenanwei-
sungen fiir die zyklischen Vertauschungen eine wesentlich gedrdngtere Form

gefunden werden:

Als Beispiel sei eine in BASIC geschriebene Moglichkeit angegeben:

116 REM FOTEMTIAL T EIHES QUADERSZ

128 EEM LisLsbZ: DIMEMSIOHEM DES GUADERS

138 REM D1sD2s D30 EOORD.DIFFEREMZ ZUR QURDERMITTE
146 Ca=g. 67YE-88

128 Eg=2,a7

1eg Eg=1E~-24Q

1ve A1 1=RAC41=L1-2

186 ALZ21=RHL51=L2s2

198 AL 3 1=L3~2

efl wl1l=xl41=-T1

elp «[2)=xl31=-0z

228 w[21=-D3

2z| VMi=1

248 Te=8

258 FOR k=1 To =

2el FOR I=1 T2 4

27Vl =0l IHALK Ja# CxD K+ TR0 K+1 10

250 IF Z2=6 THEHM 353

el 1“HHF"F[|1+H[H])¢E+iﬂ[ﬁ+1]+H[H+1]"T“+fTFH+’]+H[F+’] T2
SBa F¢= HF".[IJ4H[V 1012+ CALEAL T+HAL K+ L D0 T2+ CRD A2 I-ALK+2 Tt 2y
218 FLI=\ 122000 LR1+RZ+2#A[K+2 J+EB) A LR1+R2~- '+H[}+ 1+E@ 0y

s28 Pa=Vlso2e sk IFRLE+2 1028 ATHO 220 CRDE+2 T+AL K+ 10 #R1+ER 1 0
330 PI=V1 2% CRIE+2 1-ALK+Z 10t 2#ATHOZ2 - C ORI E+2 1-ALK+2 10 #RE+ER D )
248 TE=TA+P1-FZ+F2

358 ALK I=-ALK]

268 ALK+ 1=-0-10tI#ALK+1 ]

37E Wl=i-10tIxv1

288 MEXT I

298 MEWT K

408 T=GCO*REa+Ta

Im allgemeinen wird der Aufpunkt in der Verléngerung der Quadergrundfléche

‘ . - ; h
(Meereshdhe) liegen: Lj ist gleich h (Terrainhdhe) und D3 gleich 5

b) Reduzierte Lotabweichungen

Zur Berechnung des Cogeoides brauchen wir, wie wir im Abschnitt 4.3.1 erléutert
haben, dessen Normalenrichtungen, mithin also die vom Einfluss der Topographie,
oder allgemeiner: vom Einfluss der Modellmassen befreiten Lotabweichungen im
Cogeoid.

Mit eoben bezeichnen wir die Lotabweichungen an der Oberflédche, mit eunten die

Lotabweichungen auf dem Geoid bzw. in der HShe des Cogeoides. (Der Uebergang vom

Geoid zum Cogeoid ist vernachléssigbar klein: Unter der Annahme einer totalen
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Lotkriimung von 20" (Station Eigerwand, H = 2866 m ii.M.), einer Differenz Geoid-
Cogeoid von 10 m und einer kreisbogenfdrmigen Lotlinie ergébe sich eine Korrek-

tur von unter 0V1).

Mit B e bezeichnen wir gemessene (bzw. gemessene und rechnerisch auf das Geoid
reduzierte) Lotabweichungen und mit € ecn 2US dem Modell berechnete Lotabwei-

chungen.

8e = - 000017 H(m)-sin 2¢ sei die "Freiluftreduktion" (nur in & - Richtung, vgl.

{Heiskanen/Moritz 196T}).

IK sei die totale Lotkrimmung abziiglich der Freiluftreduktion.

Es gilt:
unten _ €oben + IK + 6¢ (4.13)
mess mess
IK = eunten _ oben (4.1k)
rech rech

Wir wollen die Lotkriimmung also, in Anlehnung an {Elmiger 1969}, aus Differenzen
von gerechneten LA "unten' minus "oben" bestimmen. Faktisch ist dies die einzige
Mdglichkeit, da uns im allgemeinen keine Schweremessungen in der néheren Umgebung

der Stationen zur Verfiigung stehen.

Die reduzierten LA erhalten wir (vgl. Formel L4.8) aus:

unten unten unten
Ae = -
mess rech
oben unten oben unten
= - + -
Emess ( rech rech) Se erech
unten oben oben
= - + (4.15)
te emess €rech Se

Es geniigt also, zur Bestimmung der Ae nur die Oberfléchenlotabweichungen zu be-

rechnen.

Da die Potentiasle desselben Massenmodells fir die entsprechenden Punkte "unten"
berechnet werden miissen, wird die Problematik der Lotkriimmungsbestimmung nur

scheinbar umgangen. Einfliisse, die zu Fehlern in den IK fiihren wiirden, wirken
sich direkt auf die reduzierten Lotabweichungen aus. Der mittlere Fehler diirfte

aber {Elmiger 1969, S. 61} unter OV5 liegen.
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c) Verwendete Rechenprogramme

Die Berechnung der topographischen und topographisch-isostatischen Lotabweichun-
gen wurde mit Hilfe des von Dr. Elmiger erstellten Programmes LASRM auf der CDC-
Rechenanlage der ETH Ziirich durchgefithrt. Es diente gleichzeitig als Grundlage
fiir ein neu zu erstellendes Programm zur Berechnung der Potentiale. Im wesentli-
chen wurden dabei nur die Subroutinen fiir Massenpunkt, Massenstrecke und Quader
ausgetauscht, wihrend dem die Organisation des Programmes beibehalten wurde. Dies
garantierte die absolute Gleichbehandlung des digitalen Massenmodelles fiir die

Bestimmung sowohl der Lotabweichungen wie auch der Potentiale.

Allerdings zeigte es sich, dass zur Berechnung der Potentiale die HShen der néhe-
ren Stationsumgebung, die bisher fiir jeden Punkt gesondert aus der Karte heraus-
gelesen werden mussten (vgl. {Elmiger 19691}), vernachléssigt d,h, durch die im
Geldndemodell enthaltene mittlere HShe ersetzt werden durfen. Dies bedeutet, dass
bei bekannter, d.h. interpolierter CogeoidhShe eines Neupunktes seine Geoidhdhe

rein rechnerisch, ohne zusétzliche HShenablesungen, bestimmt werden kann.

4.3.3 Besonderheiten der Methode

a) Vergleich mit der gravimetrischen Geoidbestimmung

In der folgenden Tabelle werden die einzelnen Schritte den entsprechenden Schrit-

ten der gravimetrischen Geoidbestimmung gegeniibergestellt:

. i ische geometrische
S gravimetrisc
Lt Methode Methode
1| Messung an der Oberfléche goben eoben
mes s mess

Topographie entfernen

2 | Teostet. Heduktiowen oben= oben _ oben AE:oben= oben_ Oben

Geologische Korrektionen usw. zed S EES mess  rech
. . ten oben unten oben
F 1 un = + =
3| Freiluftreduktion €red & ed F |Ae Ae + ¢
’ . f411t (Normalwert
L _ Junten _ ?nt er
Vergleich mit Normalwert Ag gred Y im Cogeoid = 0)
5 | Cogeoidbestimmung N, = -l-;—f-{:ng S(y)do| siehe Kapitel 3 und 6
Y
(Stokes)
TM
6 | Indirekter Effekt N, = ]
7| Geoid N = N, +N,

Der Vergleich zeigt, dass beide Methoden (unter der Voraussetzung der Verwendung
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desselben Referenzellipsoides und Massenmodelles) im Schritt 5 auf die gleiche
Fléche flihren, die in der gravimetrischen Geodidsie Cogeoid genannt wird. Wir

haben also diesen Begriff in U4.3.1 zu recht verwendet.

b) Einzugsgebin

Oft werden zur Berechnung der Lotabweichungen aus Massen die Einzugsgebiete fiir
Jeden Stiitzpunkt gesondert festgelegt; meistens nimmt man zur Abgrenzung Kreise

mit einem bestimmten Radius.

Falls nun eine Masse gerade ausserhalb des Einzugsgebietes eines Punktes liegt,
fir den Nachbarpunkt jedoch schon innerhalb seines Gebietes, kdnnen dadurch
(vgl. auch {Heitz, 1968 S. 11}) Fehler in den reduzierten Lotabweichungen auf-

treten.

Ihr Einfluss bei der Bestimmung des Geoides wird nun durch die entsprechenden
Fehler der berechneten Potentiale nicht reduziert, sondern im Gegenteil ver-

stérkt, wie folgendes kleines Modellbeispiel zeigt:

Die Masse M liege im Einzugsgebiet des Punktes A, nicht aber in demjenigen des

Punktes B.

€ sel die von M verursachte Lotabweichung, T das Stdrpotential, €r die berechnete

Lotabweichung, T_ das berechnete Stérpotential.

R
| |
| |
. 7 % -
- ]
A B
€
A_
€ “3 \\\ €
N € GB
\\\R
T o= s
A B 5: = o

T

Fig, 4,13
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Die Geoidhdhendifferenz ANR zwischen A und B erhalten wir mit (L4.10):

B
_ _ _ R R
ANR = [ (e eR)ds + z
A
s B
und mit TR = O0:

; T
N = - rA )
A R SAe ds o

A

Die Sollhdhendifferenz AN ist gegeben durch:

™

. da ‘I‘A = TA
g

AN = R

=]

1

=]
(0] I'aw

Der Fehler, der durch individuelle Einzugsgebiete entsteht, betridgt folglich:

o2 Tg B Tg ™ B
AN - AN = — - 2 4 fAeds + — = — + Jheds
R g g A g g A

Er bewirkt also eine zu starke Absenkung des Geoides von der Masse weg.
Wir wihlen deshalb ein gemeinsames Einzugsgebiet fir alle Stiitzpunkte.

Welchen Einfluss auf die Geoidbestimmung haben Massen ausserhalb des gemeinsamen

Einzugsgebietes?
| |
A B
Fig. 4,1l
A _ B _ . - B =
&g = & T 0 Tg T =0
Tg = Tg B B B
AN = —=—3 _ fle-€g)ds = 0-f(e-0)ds= - feds = AN
R g A R A A

Massen ausserhalb des gemeinsamen Einzugsgebietes bewirken also keine Fehler.
Wird aber das Einzugsgebiet zu klein gew&hlt, erhalten wir unter Umstédnden ein

unruhigeres Cogeoid, das damit schwieriger zu bestimmen ist.
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Das von uns verwendete Gebiet (Modell Elmiger) erstreckt sich iiber rund
400 x 500 km. Es ist so gewdhlt, dass jeder Stiitzpunkt mindestens TO km vom

Rand entfernt im Innern liegt.

c) Vorteile der Methode

Falls die Geoidundulationen nicht nur zum Zwecke eher qualitativer Interpreta-
tionen, sondern auch z.B. fiir Distanzreduktionen auf das Referenzellipsoid be-

nlitzt werden, verlangt man die Kenntnis der Geoidhdhen in jedem beliebigen Punkt.

Unabhéngig von der gewdhlten Methode der Geoidbestimmung braucht man also eine

kontinuierliche Darstellung des Geoides, z.B.

- HOhenkurvenkarte
- mathematische Funktion oder Interpolationsvorschrift

- geniigend feines digitales Modell

Je regelmissiger die Fldche ist, desto einfacher gelingt die Darstellung. Da nun
aber ein Cogeoid im allgemeinen betrdchtlich ruhiger als das Geoid verlauft,
bietet seine Bestimmung, unabhingig von der gewdhlten Methode, wesentlich weniger

Schwierigkeiten.

Haben wir uns nun fiir eine Darstellungsart des Cogeoides entschieden, erhalten

wir mit (4.10) die Geoidhdhen punktweise in beliebiger Dichte, das Geoid also

in nahezu beliebiger Feinheit.

Davon ausgehend kdnnen wir, wenn ndtig, HShenkurvenkarten herstellen.

Als Beispiel zeigen wir einen Ausschnitt von 20 x 20 km aus dem Geoid im Berner
Oberland:
Die Figur 4.15 enthélt:
- die in das Gebiet fallenden Stiitzpunkte , mit welchen das Cogeoid be-
stimmt wurde.

- die HShenkurven des Geoides mit 5 cm Aequidistanz, interpoliert aus
einem Raster von je 2 km (£ 1 cm) Maschenweite. Vorgéngig wurde das
Geoid um die in diesem Gebiet vorherrschende Neigung gedreht, damit

die Feinstruktur besser zum Vorschein kommt.

- die Topographie.
Man beachte, wie sich der hauptséchliche Verlauf der Topographie im Geoid

widerspiegelt.



Fig. b4.15

Massstab 1 : 200 000

RELIEF: EIDGEN. LANDESTOPOGRAPHIE

L.3.4 Cogeoidtypen

Wie wir im letzten Abschnitt ausgefiihrt haben, brauchen wir ein Cogeoid mit
méglichst glattem Verlauf; es ist, mit andern Worten, ein Massenmodell zu
finden, das die tatsichlichen Lotabweichungenmdglichst gut darstellt. Dieselbe

Forderung wird auch gestellt bei der Interpolation von Lotabweichungen.

Im Prinzip braucht deshalb das gewdhlte Modell nicht unbedingt geophysikalisch
sinnvoll zu sein. Wichtig ist fiir unsere Zwecke nur das Resultat, nédmlich eine

mbglichst glatte Cogeoidfléche.

a) Das topographische Cogeoid

Dieses einfachste Modell besteht aus den Massen (konstanter Dichten) zwischen

der durch das digitale Gelédndemodell erfassten Terrainoberfléche und dem Geoid.

Die topographisch reduzierten LA bzw. das daraus abgeleitete Cogeoid zeigen
bereits einen wesentlich ruhigeren Verlauf als die Lotabweichungen im Geoid bzw,

als das Geoid.

In Figur 4.16 sind die Schnitte durch das Geoid und das topographische Cogeoid

im Meridian vom Gotthard dargestellt.

Die HShen des Punktes 14 (Schwerzenbach) wurden willkiirlich gleich null gesetzt.
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Meridian vom Gotthard

5]0 km 100 km

LIS B S I B B B S S S N B B N SN L B B SN
30 35 40 45 50 54

Moho-Cogeoid

Top. isost. Cogeoid

Topogr. Cogeoid

Fig, 4.16

In Fig. 4.17 ist wieder der bei Verwendung der Néherungsformel (3.5) zu er-
wartende mittlere Fehler einer als Beobachtung in das Fléchennivellement einzu-

filhrenden HShendifferenz dargestellt (Gebiet: Berner Oberland).

Es f811t auf, dass er nur noch ca. 1/5 desjenigen fiir Lotabweichungen im Geoid
(vgl. Fig. 3.8 S. 13) betrdgt: Eine Bestdtigung der Vermutung, dass das Cogeoid

betrédchtlich genauer als das Geoid bestimmt werden kenn.

m
8Nrem)

_~- LA im Geoid

50+ 7/

- S __ Topogr. red. LA
= __ Top. isost. red. LA

=S [kml
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b) Das topographisch-isostatische Cogeoid

Das Massenmodell beriicksichtigt zusétzlich den isostatischen Effekt, wobei ihm

das Isostasiemodell von Pratt-Hayford zugrunde gelegt wird:

Die Masse iiber einer in konstanter Tiefe angenommenen

Ausgleichsfldche ist fiir alle Elementarséulen konstant.

Das erwdhnte Programm LASRM und das entsprechende Potentialprogramm beriicksichti-

gen die isostatische Reduktion mit den beiden Vereinfachungen

- ebene statt sphirische Rechnung
- Kompensationsmassen werden mit den Formeln fiir Massenstrecken an-

stelle der exakten Quaderformel berechnet.

In Fig. 4.16 ist der Schnitt durch das topographisch-isostatische Cogeoid im
Meridian vom Gotthard dargestellt. Fig. L4.1T7 zeigt den mittleren Fehler einer
"Beobachtung" AN in Funktion der Distanz, wieder fir das Gebiet des Berner Ober-

landes. Er ist noch etwas kleiner als derjenige der topographischen Reduktion.

c) Das "Moho - Cogeoid"

Die Berechnung topographisch-isostatisch reduzierter Lotabweichungen und Schwere-
anomalien zeigt, dass sich die Schweizer Alpen nicht vollsténdig im isostatischen

Gleichgewicht befinden (Fig. L4.16 und {Kahle et al 1976}):

Der generelle Verlauf der so reduzierten LA zeigt entsprechende systematische

Abweichungen von null.

Im weiteren beriicksichtigt das top.isost. Modell keine der bekannten Stdrmassen,
deren wichtigste fiir uns wohl der sog. Ivrea-Kérper ist (Stidtessin und in Ober-
italien). Dadurch erhalten wir zusétzliche, eher lokal begrenzte Verfdlschungen
der reduzierten Lotabweichungen und Schweren. Gerade diese lokalen Stdrungen er-
schweren uns aber die Bestimmung der Cogeoidfléche wie auch die Interpolation

’

von Lotabweichungen.

Wwassouf {1975} ergédnzte deshalb das top.isost. Modell im Gebiet der Siidschweiz
und Norditaliens mit zusdtzlichen Stdrmassen, die er so wéhlte, dass die re-
duzierten Lotabweichungen mdglichst klein wurden. Dies gestattete ihm eine

wesentlich bessere Interpolation der Lotabweichungen.

Kennt man nun aber den Aufbau der Erdkruste und insbesondere den Verlauf der
S0g. Mohorovi&ié — Diskontinuit#ét (Trennfléche Mantel — Kruste), kann man sich

vollsténdig vom Isostasiemodell 1ldsen:
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Das neue Modell enthélt die sichtbare Topographie, die Mohoflédche sowie alle

bekannten Stérmassen innerhalb des zu betrachtenden Einzugsgebietes.

Das von uns verwendete, stark vereinfachte Modell enthdlt als einzige Stdr-
masse den IvreakOrper, der als Aufwdlbung der Mohofléche bis knapp unter die

Oberfléche dargestellt wird.

o
S
3
s
V

9 80 70 60  sp 40 30 20 10

Ckm] tkm1

Schnitt B- B (//é/ ° L aer

Fig. 4,18

Im ganzen Gebiet wurde nur eine konstante Dichtendifferenz zwischen Kruste und

Mantel verwendet. Die beste Uebereinstimmung zwischen den gemessenen und den

mit dem Modell berechneten LA ergab sich bei der Annahme:
Krustendichte: p = 2.T; Ap = 0.b

Um die Randeffekte des rechteckférmigen Einzugsgebietes mdglichst auszuschlies-

sen, beziehen sich die Rechnungen der Mohokorrektur auf eine Ebene in mittlerer

Tiefe (T = 34 km).

Topographie

AN

Mo/)o

Fig. 4.19
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Die Fig. 4.20 zeigt die Schichtlinien (in km) der Mohofliche innerhalb des

verwendeten Einzugsgebietes.
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Folgende Quellen wurden verwendet:

{Choudhury et al, 1971} Gesamtdarstellung der Mohoflédche in unserem

Gebiet
- {Edel et al, 1975} Krusten-Mantelgrenze ndrdlich von Basel
- {Kahle et al, 1976} Schnitt A - A (Fig. 4.20)

- {Kaminski/Menzel, 1968} Schnitt C - ¢ (Fig. 4.20)

- {Berckhemer, 1968} Schnitt B - B (Fig. 4.20; Fig. 4.18, adaptiert)

Da die Struktur des norddstlichen Teiles des Ivreakdrpers nicht bekannt war,
wurde die aus den Schnitten B-B und C-C hervorgehende "Vogelkopfform" (vgl.

Fig. 4.18) auf den ganzen Kérper ausgedehnt. Der Vergleich zwischen den gemesse-
nen und den berechneten LA im Gebiet Stidschweiz/Norditalien deutete aber auf

ein Massendefizit fiir das Modell des norddstlichen Teiles hin.

Nérdlich der Linie D-D (Fig. L4.20) wurde deshalb die Ueberlappung vollsténdig

mit Mantelmasse "aufgefiillt".

Die Figur 4.21 zeigt die Differenz der beobachteten minus berechneten Lotab-

weichungen fiir die Punkte im erwéhnten Gebiet.
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Es sei ausdriicklich festgehalten: es geht hier nicht darum, auf Grund der ge-
messenen LA ein neues Ivreamodell aufzustellen. Damit ein solches Modell der
Wirklichkeit ndher kommt, miissten alle verfiigbaren Daten des Schwerefeldes

(LA und Schwereanomalien) wie auch der seismischen Untersuchungen (Dichten!)
in Betracht gezogen werden. Dies wiirde aber den Rahmen der vorliegenden Arbeit

sprengen.

Hier sollte nur gezeigt werden, dass zwar die Lotabweichungen mit Hilfe des in
der geophysikalischen Literatur zu findenden Ivreamodells noch nicht voll-
sténdig darstellbar sind, andererseits aber gegeniiber den rein topographisch
bzw. topogr.isostatisch reduzierten Lotabweichungen eine Beruhigung ihres Ver-
laufes festgestellt werden kann: Vgl. die Darstellung der reduzierten LA

(Fig. 4.22) fiir den Parallelschnitt durch Locarno und den Meridianschnitt durch

Lugano: Aq")  Parallel von Locarno A"k Meridian von Lugano
v

10 T 10T

)
57T top. isost. 51
topogr.

700 71|0 72]0 o .. 80
A A T ™ Yikm)  Xikmi ™ topogr
: *
Ll "\,\. -5
Moho
Moho
=10 + -10 +
top. isost.
Fig. 4.22

Die Figuren 4.23 und 4.24 zeigen den Verlauf der verschiedenen reduzierten Lot-

abweichungen fiir den Meridian vom Gotthard und den Parallel von Zirich:

4\ N Meridian vom Gotthard v
15

10

- 5

Moho-red. LA

Einfluss der
° Ivrea - Zone

top.isost. red. LA

topogr. r;d. LA
Fig. 4,23

Fig. 4.16 Seite 35 zeigt den Meridianschnitt durch die entsprechenden Cogeoide.
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AAn" Parallel von Zirich

topogr. red. LA

P top.isost. red. LA
1t . e }

7 T T tr

N\j.\" o o0 700
o Moho-red. LA

B o w

Fig. 4,24

Die durchgezogenen Kurven in den Figuren 4.22 bis L4.24 wurden mit Hilfe der

Pradiktionsfilterung (me = + 0YS5) nhineininterpoliert (vgl. Kapitel 6).

Der zu erwartende mittlere Fehler einer als "Beobachtung" in das Fléchennivel-
lement einzufiihrenden Hohendifferenz nach Formel (3.5) entspricht fiir die moho-
reduzierten LA (Berner Oberland) ungeféhr demjenigen der topographisch-iso-

statischen Reduktionen (Fig. 4.17 Seite 35).

Abschliessend fassen wir die sich abzeichnenden (und im Kapitel T bestatigten)

Eigenschaften der Mohoreduktion zusammen:

- Der Einbezug des Ivreakdrpers bringt gegeniiber der topographischen bzw.
topographisch-isostatischen Reduktion in der Siidschweiz eine zusétzliche

Beruhigung in den Verlauf der reduzierten Lotabweichungen.

- Ausserhalb des Einflussgebietes der Ivreazone diirfte das Mohocogeoid mit
mindestens derselben Genauigkeit bestimmt werden kénnen wie das topogr.-—

isostatische Cogeoid.

- Das topographisch-isostatische Cogeoid zeigt unter der Alpenkette eine (ge-
geniiber dem rein topographischen Cogeoid zwar abgeschwéchte, jedoch immer
noch deutlich vorhandene) Senke, die darauf hinweist, dass das Isostasie-

modell das Massendefizit unter den Alpen nicht vollsténdig erfassen kann.

Mit der Verwendung der Mohodiskontinuitét fiir die Reduktion gelingt es uns
aber, dieses Massendefizit zu beriicksichtigen. Uebrig bleibt eine allgemeine
'Neigung des Mohocogeoides, die z.T. auch von der Lagerung des Referenz-

ellipsoides herrithrt. (/gl. Meridianschnitte in Fig. 4.16 und die Darstellung
der Cogeoide in den Figuren T.18, 7.20 und T.21.)
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5. INTERPOLATIONEN

5.1 Stiitzpunktverdichtung

Bisher hat in praktisch allen Arbeiten liber astrogeoddtische Geoidbestimmungen
die Verdichtung der Stiitzpunkte, mithin also die Lotabweichungsinterpolation,

eine zentrale Rolle gespielt.

Dabei wurde hauptséchlich eine der drei folgenden Methoden benutzt, wobei z.T.
mit Hilfe eines top.isost. Massenmodells reduzierte Lotabweichungen inter-—

poliert wurden:

1. Graphische Interpolation auf Grund von gezeichneten Kurven gleicher Lotab-
weichungsbetrégen, getrennt nach £ und n.

Bsp.: {Wolf, 1956} (gemessene LA)

2. Polynominterpolation

Bsp.: {Elmiger, 1969} (reduzierte LA)

3. Prédiktionsmethoden (vgl. Kap. 6)
Bsp.: {Heitz, 1967} (reduzierte LA)
{Ganeko, 1976} (gemessene LA)

Der Vollsténdigkeit halber sei noch die Punktverdichtung mit Hilfe von

Schwereanomalien erwéhnt.

5.2 Interpolation von Niveaufléchen

Falls die zur Bestimmung der Niveaufldche benutzte Methode keine stetige Dar-

stellung liefert, missen (unter Umsténden) weitere HShen interpoliert werden.

Hier bieten sich, neben graphischen Interpolationen ("von Hand"), die beiden

folgenden Mdglichkeiten an:

1. Lokale Interpolation mit Polynomen. Spezialfall: Lineare Interpolation.

Besondere Aufmerksamkeit miisste auftretenden Spriingen in den Uebergéngen
geschenkt werden. Denkbar wére eine Darstellung der Niveauflédche mit Hilfe
zweidimensionaler Spline-Funktionen (allg. Literatur iiber Spline-Funktionen

z.B. {Spdth, 1973})
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2. Statistische Methoden: Formell gleich wie die Interpolation von Schwere-

anomalien.

Bsp.: {Brennecke et al, 1975}

Im folgenden Kapitel wird gezeigt, wie - ausgehend von beliebig verteilten
Flédchennormalen - mit statistischen Methoden direkt, d.h. ohne explizite
Interpolationen, die Fléche punktweise bestimmt werden kann. Die Anwendung auf
die reduzierten LA ergibt folglich Cogeoidhdhen; zusammen mit dem Satz von

Bruns erhalten wir die Geoidhdhen in beliebigen Punkten.



-4y -

6. STATISTISCHE METHODEN DER GEOIDBESTIMMUNG

6.1 Kurzer Abriss iiber Prédiktion und Kollokation

Im folgenden wollen wir eine kurze Zusammenfassung des Prinzips der ge-
bréuchlichsten statistischen Interpolationsmethode geben. Néhere Einzelheiten

finden sich z.B. in den gut versténdlichen Arbeiten von Moritz {1970}, {1973}.

6.1.1 Pradiktion (Interpolation nach kleinsten Quadraten)

Wir messen in m beliebig verteilten Punkten X irgendwelche, fiir diese Punkte
charakteristische Grdssen, beispielsweise die HOhen einer Fléche, Schwerewerte,

Temperaturen, usw.

Gesucht sind nun die entsprechenden Werte in anderen (zur Messung ev. nicht

zugédnglichen) Punkten P.
Es sind:

s die zu bestimmenden Grdssen (Signale)

x die gemessenen Signale

y die geschédtzten (interpolierten) Werte fiir s
€

die wahren Interpolationsfehler von y: € = s -y

Die Messungen x des Signals sollen vorerst frei von Messfehlern sein.

Wir fassen nun die Signale als zufdllige - mit den Nachbarsignalen korrelierte
- Schwankungen um einen Mittelwert auf, wobei wir im folgenden voraussetzen
wollen, dass dieser Mittelwert null sei. (Durch eine vorgéngige Zentrierung

liasst sich dies allenfalls immer erreichen).

Die mittlere quadratische Abweichung von null entspricht also der Varianz des

Signals s.
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Etwaige systematische Effekte miissen vorher abgespalten werden. Das ge-—
schétzte Signal y wird als Linearkombination (lineare Prédiktion) aller Mes-

sungen dargestellt *)
X,
= . : : X2
yP - _}l'l{. .ll' (h-P.l""'shPm)i X: x, (601)
m

Der Koeffizient hPi ist also gewissermassen ein Gewichtsfaktor, mit dem die

Messung x; multipliziert werden muss. Er ist, wie wir spéter sehen werden,
unter dnderem abhéngig davon, wie weit der Messpunkt Xi vom zu interpolierenden

Punkt P entfernt ist.

Der Interpolationsfehler € betridgt:
= g - _11.3_(_ (602)
und € = s -2s_-h.x+ (_}_1_.3(_)2 (6.3)

Unter der getroffenen Voraussetzung, dass der Mittelwert von s wie auch von x

null ist, gilt:

\ 4
. = . 1 C
M(sP sQ) Cpq Autokovarianz des "
Signals s bilden
M(sP-xi) = cp; * Kreuzkovarianz zwischen b aie { Cox
Signal s und Messung X
Matrizen
. = . : C
M(xi xk) ¢,y : Autokovarianz der -
\

Messungen x

Wir erhalten damit aus (6.3) die Varianz der Schétzung:

- 42 . - T +hc -nl 6.4)
) = 0p = cpp-2hg, *hCh (

%) Skalare und Elemente von Vektoren und Matrizen werden im folgenden mit
kleinen Buchstaben, Vektoren (auch einzelne Zeilen bzw. Spalten von
Matrizen) mit kleinen unterstrichenen und Matrizen mit grossen Buch-
staben bezeichnet.
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Cox ist ein Zeilenvektor mit den Kovarianzen zwischen dem Signal Sp und den

einzelnen Messungen xi als Elemente,

Cxx ist eine quadratische Matrix mit den Kovarianzen zwischen den einzelnen
Messungen x; und X als Elemente. Die Diagonalen (i = k) enthalten ihre

Varianzen.

Cop ist die Varianz des Signals im Punkte P.

Wir bestimmen die unbekannten Koeffizienten h so, dass sie den mittleren Inter-

polationsfehler 0_ zum Minimum machen. Setzen wir die partiellen Ableitungen

P
von (6.4) nach hPi gleich null, erhalten wir (unter Beriicksichtigung der

Symmetrie von Cxx):

h-C = (Wiener-Hopf Gleichung) (6.5)

B o= g -C (6.6)

Yp = & C ‘X (6.7)

und seine Varianz (6.4):

2 _ _ -1 T
0P - cPP gsx Cxx E'sx

(6.8)

Die Interpolation kann gleichzeitig fiir mehrere Punkte Pj durchgefiihrt werden:

[ wird zur Matrix Csx’ die yj fassen wir im Vektor y zusammen:

y = c_-Cc tx (6.7)"

SX XX -

und die Varianz-Kovarianzmatrix I der Interpolationswerte entsprechend:

s =¢ -c .c t¢T
SS SX XX SX

(6.8)'



6.1.2 Kollokation

Falls sich die zu messenden bzw. zu bestimmenden Gréssenz aus einem zuf&lligen
(Signal) und einem systematischen (Trend) Anteil zusammensetzen, wobei die Mes-
sungen selbst durch Messfehler (noise) verfélscht sind, gilt:

2 = A-u + s (6.9)

X = Acu + s + n (6.10)

Der Trend A-u sei eine lineare bzw. linearisierte Funktion der noch unbekannten

Parametern u.

—7T rend A%

z=Au+s

Fig. 6.2

Beispiel: Darstellung der Schwere aus einzelnen Schweremessungen:

g8 = Yy + Ag g : Schwere = z
Y ¢ Normalschwere = A.u
bzw: Ag : Schwereanomalie = s
+ = + < emessene Schwere = X
Boem TV Y + Ag Bgem® &
v : Messfehler = =-n

Die Schdtzung y fiir das Signal s erhalten wir (vgl. {Moritz 1973}) mit:

L = Csx.cxx_l'(ﬁ - A-u) (6.11)

wobei:

.A)—l.AT.C _l.x (6.12)

Ie
"
=
a
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Die Kovarianzmatrix Cox der Messungen x setzt sich zusammen aus dem Anteil Cog
des Signals und demjenigen der Messfehler Cnn' Setzen wir voraus, dass s und n

unkorreliert sind, gilt:

Cxx = C_+ Cnn (6.13)
Cnn ist die iibliche Kovarianzmatrix der Messfehler und ist wohl meistens eine
Diagonalmatrix. Ihre Beriicksichtigung bedeutet nun eine gleichzeitige Filterung
der Messungen, d.h. ein als Messfehler angesprochener Anteil wird abgespalten.
Er kann explizite berechnet werden, indem die Signale der Stiitzpunkte mit (6.11)

prédiziert und mit den Messwerten verglichen werden.

Falls das Signal in den zu interpolierenden Punkten Pj mit den Messfehlern der
Stiitzpunkte Xi such unkorreliert ist, enthélt die Matrix CSx der Gleichung
(6.11) die Kovarianzen zwischen dem Signal in den Punkten Pj und demjenigen in

den Punkten Xi.

In den allgemeinen Formeln (6.11) und (6.12) sind die Spezialfédlle der reinen
Pradiktion, der Prddiktionsfilterung wie auch der Parameterbestimmung nach der

Methode der kleinsten Quadrate enthalten:

0: = 0 =» C = C : keine Filterung
nn XX ss
C = C = 0 ~+» C = C : reine Parameterbestimmung
ss sx XX nn
A = 0 : Pradiktion mit oder ohne
Filterung

Prinzipiell wird nun an die Art der Signale in den Stiitzpunkten und in den zu
interpolierenden Punkten keine Beschrénkung auferlegt. Insbesondere brauchen

die Signale nicht alle vom gleichen Typ zu sein:

Es ist denkbar, dass die Signale in den Stiitzpunkten z.T. Lotabweichungen, z.T.
Schwereanomalien oder auch Satellitenbeobachtungen sind und damit Geoidundula-

tionen préddiziert werden sollen.

Die Voraussetzung zum Gelingen einer solchen sog. multivariaten Préddiktion

{Wiener, Masani, 1957} ist nur die Kenntnis aller vorkommenden Auto- und Kreuz-
kovarianzen, also z.B. der Autokovarianz der Schwereanomalien, der Kreuzkovarianz
zwischen den Satellitenbeobachtungen (Richtungen, Distenzen) und der g-Komponente

der Lotabweichungen oder der Kreuzkovarianz zwischen Geoidundulation und Schwere-

anomalie usw. (Vgl. Abschnitte 6.3 und 6.4).



6.1.3 Die Kovarianzfunktion

Die Elemente der Kovarianzmatrix Css beschreiben die Kovarianz zwischen den

Signalen ss und s, in zwei Punkten Pi und Pk' Diese nimmt im allgemeinen mit

k
zunehmendem Abstand r der beiden Punkte ab und geht fiir r + gegen null.

AD(r)

2
o5 s

L §
\ —

Fig. 6,3

Homogenit&t bedeutet Ortsunabhingigkeit der Kovarianzfunktion. Isotropie be-

deutet Richtungsunabhéngigkeit der Kovarianzfunktion.

Man wéhlt nun zu ihrer Darstellung eine geeignete Funktion (Modell!) mit

(meistens zwei) freien Parametern, die man empirisch (vgl. Abschnitt 6.4) be-

stimmt.
Beispiele: d(r) = 0% e-r/d Parameter: g , d
2
Oo
p(r) =

1+ (r/d)2
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6.2 Die Lotabweichungen als Zufallsprozesse

Wir fassen nun die Lotabweichungskomponenten £ und n als Zufallsfunktionen des
Ortes (Signale im Sinne des Abschnittes 6.1) auf. Man sagt auch etwa, dass

diese Zufallsfunktionen einen sog. Zufalls- oder stochastischen Prozess bilden.
Die tatsdchlich vorhandenen Lotsbweichungen stellen dann eine Realisierung des

Prozesses dar.

Selbstversténdlich spielt es formal keine Rolle, ob wir effektiv LA-Komponenten
£, n oder mit irgend einem Massenmodell reduzierte Komponenten Af, An inter-

polieren wollen.

Als Beispiel einer komponentenweisen Interpolation topographisch-isostatisch

reduzierter LA sei die Arbeit von Heitz {1967} erwéhnt.

Die LA-Komponenten £, n sind nun aber gegenseitig korreliert (vgl. Abschnitt

6.3). Grafarend und Offermanns {1975} zeigten, dass das Modell des "statistisch
isotrop-chaotischen Vektorfeldes" {Steenbeck, 1963} gegeniiber einer korrekten
vektoriellen Pradiktion, welche die Korrelationen zwischen £ und n beriicksichtigt,

signifikante numerische Unterschiede liefert.

Im {ibrigen entspricht die komponentenweise Prédiktion dem iiblicherweise in der

Photogrammetrie verwendeten Verfahren der Restfehlerinterpolation.
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6.3 Selbstkonsistentes statistisches Modell fiir Ag, £, n, N

Damit wir die Methode der multivariaten Préddiktion zur Bestimmung von Geoid-
undulationen aus Lotabweichungen anwenden kdnnen, brauchen wir, wie wir im Ab-

schnitt 6.1 gesehen haben, alle vorkommenden Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen.

Das Ziel des vorliegenden Abschnittes soll sein, diese Funktionen bereitzustel-
len. Dabei wollen wir uns vorallem auf die Arbeiten von Jordan {1972},
Grafarend-Offermanns {1975} und Grafarend {1971} stiitzen. Ein sehr ausfilhrliches

Literaturverzeichnis findet man in {Grafarend 19T6}.

Schwereanomalien Ag, Lotabweichﬁngen £, n und Geoidundulationen N sind direkte

Folgen ein und desselben Stérpotentials T.

Zwischen ihnen bestehen unter anderem die bekannten Integralbeziehungen von

Vening-Meinesz und Stokes.

Da wir uns nur mit lokalen Geoidbestimmungen befassen, beniitzen wir an Stelle
der sphirischen Formeln ebene Approximationen, von denen wir als Beispiele nur

diejenige von Stokes sowie zwel differentielle Beziehungen angeben wollen:

_ 1 e Ag(v,u)
N(y,x) = 3 fiag i i \/Q;_v)z . x—u)Q' du dv (Stokes) (6.14)
E(y,x) = - ‘g% 5 nly,x) = - '%% (6.15)

(x-Achse nach Norden, y-Achse nach Osten)

Wir fassen nun die Geoidundulationen als zweidimensionalen Zufallsprozess auf,

wobei wir Stationaritét (Homogenitét) und Isotropie voraussetzen wollen.

Die bekannten Integral- und Differentialbeziehungen wie (6.14) und (6.15)
zwischen den Gréssen N, Ag, £ und n gestatten es, Beziehungen zwischen der
Autokovarianzfunktion der Geoidundulationen und den Autokovarianzfunktionen
der Schwereanomalien und Lotabweichungskomponenten wie auch den verschiedenen

Kreuzkoverianzfunktionen herzuleiten:

Kovarisnzfunktionen bezeichnen wir im folgenden mit &; ihre unabhéngigen Variablen

seien r (Abstand) bzw. r und a (Azimut);
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a2

®'(r) entspreche 2 (r), o"(r) = — (r).
or 2
ar
So findet man z.B. bei {Jordan 1972} Beziehungen, die in etwas anderer Schreib-

weise folgendermassen aussehen:

£E: - ®€£(r,a) = %'sinza QﬁN(r) + cosza QNN"(r) (6.16)
n: - an(r,a) = %‘cosza @ﬁN(r) + sin2a @NN"(r) (6.17)
Ag: - L () = Lo t(x)+o "(r) (6.18)
&: 52 8 r NN NN :
0

Falls die Kovarianzfunktion @NN(r) der Geoidundulationen bekannt ist, kénnen wir

also daraus alle andern (Auto-)Kovarianzen berechnen.

Uns interessieren noch folgende Beziehungen zwischen den Kreuzkovarianzfunktionen

und QNN:
QNE(r,a) = - QgN(r,a) = - cos a QNN'(r) (6.19)
¢Nn(r,a) = - @nN(r,a) = - sin a ¢NN'(r) (6.20)
0 (rie) = & (r,a) = sina cose (! (r) ~6p"(x)] (6.21)

Bemerkenswert ist erstens, dass die Autokovarianzfunktionen QEE und @nn trotz der
verlangten Isotropie der Geoidundulationen richtungsabhéngig sind und zweitens,

dass die Kreuzkovarianz &, im allgemeinen nicht identisch null ist.

&n

Man kann zeigen, dass unter den getroffenen Annahmen (Homogenit&t und Isotropie
der Geoidundulationen) die Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen der Lotabweichungen

folgendermassen zerlegt werden kdnnen (vgl. z.B. {Grafarend-Offermanns 1975}):

0pp(rsa) = By (r) + {oo(x) - wa(r)]cos2a
o (rsa) = 8, (r) + {o(r) - ¢ww‘r)}5in2a (6.22)
an(r,&) = @ng(r,a) = {@Qﬂ(r) - QTW(r)} sina cosa

(Teylor - Karman - Zerlegung)
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@Qg(r) ist die sogenannte Lingsko-
varianz, das heisst die Kovariangz
zwischen den Komponenten der Lotab-
weichungen zweier Punkte in deren

Verbindungsgeraden:

= 1
cov (EQ, EQ)

QWT(r) ist die Querkovarianz, also

die Kovarianz zwischen den Komponenten
Fig, 6.4 senkrecht auf die Verbindungsgerade
der beiden Punkte:

- !
) = cov (GW’ SW)

py(T)

und ¢ ver-

QQQ und wa sind richtungsunabhéngig, und die Kreuzkovarianzen QQW Yo

schwinden.

Das isotrop-chaotische Modell kdnnen wir nun riickblickend préziser wie folgt

charakterisieren:
o6, = ¢ = ¢ = ; © = 0
EE m aq gy
Dies bedeutet insbesondere auch Richtungsunabhéngigkeit der Autokovarianz der

Lotabweichungskomponenten.

Im Hinblick auf die spétere LA-Interpolation und Geoidbestimmung, der wir die
Ueberlegungen des Abschnittes 4.3 (Cogeoid und Satz von Bruns) zugrunde legen

werden, sei noch folgende Bemerkung angefiigt:

Falls wir die Grossen des tatséchlichen Stdrpotentials T durch diejenigen des
mit Hilfe eines Massenmodells reduzierten Stdrpotentials TS ersetzen, behalten

die Ausfiihrungen des vorliegenden Kapitels grundsétzlich ihre Giiltigkeit:

Storpotential T Stérpotential Ts

Geoidundulation N Massenmodell Cogeoidundulation Nc
—— 5

Lotabweichungen £, n reduzierte LA AE, An

Schwereanomalien Ag reduzierte Anomalien Agred
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Wir kdnnen also mit denselben Ueberlegungen ein selbstkonsistentes

statistisches Modell fiir die reduzierten Grdssen aufbauen.

Bequemlichkeitshalber verzichten wir jedoch im folgenden auf die Mitfihrung
der entsprechenden Indizes. Beispielsweise bezeichnen wir die Kovarianz-

funktion der reduzierten LA-Komponenten Af ebenfalls mit QEE' Verwechslungen
sind nicht zu befiirchten, da wir uns vom néchsten Abschnitt an praktisch nur

noch auf die reduzierten Grdssen beschrédnken werden.

Die Frage stellt sich nun nach dem mathematischen Ansatz fir die Kovarianz-

funktion der Geoidundulationen, nach der wir dann mit Hilfe der Formeln
(6.16) bis (6.21) alle uns interessierenden Auto- und Kreuzkovarianzfunktionen

berechnen koénnen.

Unser Ansatz sollte folgende Bedingung erfiillen:
¢ ' (r)
. NN
- ® < —_ <
® <dimy = o <0 (6.23)
demit (vgl. 6.16 und 6.17) die Kovarianzfunktion der LA-Komponenten fir r = 0

einen endlichen Wert erhélt.

Somit scheiden bereits einige, fiir andere Aufgaben verwendete, Ansétze aus,
z.B. das Exponentialmodell

& 2 e—r/d

o (r) = -

NN
Kasper {1971} erléuterte, dass die Autokovarianzfunktion der Schwereanomalien,
um physikalisch sinnvoll zu sein, fiir r = O eine horizontale Tangente haben
sollte, d.h.:
® '(r=0) = 0 6.24
o5 ( )
was sich iiber (6.18) ebenfalls auf die Wahl von QNN auswirkt.

Das folgende, von Jordan {1972} vorgeschlagene, SOg. Markov-Undulationsmodell
3. Ordnung erfiillt die Bedingungen (6.23) und (6.24) und ist daneben sehr ein-
fach auszuwerten: (Markovprozess: Begriff aus der Theorie der stochastischen
Prozesse, auf dessen Erléuterung wir hier verzichten kdnnen. Siehe z.B.

{Arnold, 1973}).

2
2 (1 +-§ + 315) e_r/d
3d

oy (*) = oy (6.25)
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Die Anwendung der Beziehungen (6.16), (6.17) und (6.21) ergibt sofort die uns

vorerst interessierenden Kovarianzfunktionen der Lotabweichungen:

2
2 r r 2 -r/d
¢ . (r,a) = o l+<--=-cosa)e
2 r r .. 2 -r/d
¢ (r,a) = 0o l+=-"=-=sina) e .
mn(Fse) = o (g -5 ) (6.26)
0,0 2
= = --&n.r -r/a _,
an(r,a) Qng(r,a) 2 @ e sin2a
mit den Abkiirzungen
Oy
O = 0 = 734 (= oe) (6.27)
Wir erhalten die Léngskovarianz ¢QQ’ indem wir in der Kovarianzfunktion QEE
a = Oo bzw. in @ a = 90o setzen. (Falls das Azimut von P nach P' null

nn
Grad betrégt, entsprechen die LA-Komponenten & und £' gerade den Langskomponenten

€, und €'. Analog fiir a = 90°: n, n' = €, eS'l' Vgl. Fig. 6.4):

Q Q Q
2 r r2 -r/d
ooo(r) = o (1+ a'—'gg) e (6.28)
Die Querkovarianz wa entspricht ¢€§ fir a = 90° bzw. an fiir a = 0°:
2 r, -r/d
¢WW(r) . (1 + d) e (6.28)!

Wie man durch Einsetzen leicht iiberpriifen kann, erfiillen diese Funktionen die

Taylor-Karman-Zerlegung (6.22).

Die Anwendung von (6.19) und (6.20) auf (6.25) fiihrt uns leicht auf die beiden
letzten, fiir die Préddiktion von (Co-)Geoidundulationen aus LA notwendigen Kova-

rianzfunktionen <I>N und @

E ¥n'
-r/d
¢ (ra) = 0.0, =—=— (L+32)e /% cosa
NE NE V3d a (6.29)
@Nn(r,a) = 0N0n7-.'3r7 (1 + g) e-r/d sin a

Wir werden im Abschnitt 6.7 diese zwei Kreuzkovarianzfunktionen noch einmal,
auf eine recht anschauliche Art, ausgehend von den Kovarianzfunktionen der Lot-

abweichungen herleiten.
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6.4 Empirische Bestimmung der Kovarianzfunktion

Da wir a priori keine Kenntnis {iber die Kovarianzfunktionen der Lotabweichungen
besitzen, miilssen wir sie empirisch bestimmen. Nachdem wir uns fiir einen mathe-
matischen Ansatz der Funktion entschieden haben (6.25), geniigt also die Be-

stimmung der Parameter O . und d (charakteristische Distanz).

N

Grundsétzlich bieten sich uns zwei Mglichkeiten an:

a) Mit Hilfe der Schwereanomalien Ag

Aus der Beziehung (6.18) und mit (6.25) erhalten wir sofort die Darstellung der

Kovarianzfunktion (DSS der Schwereanomalien:

- 2i¢>'()+¢"<>]
¢gg(r) = - 80 r NN r NN r
2
! oy r r2 -r/d
B (r) = - T(a‘*‘;é‘)-
o 2
" N r r -r/d
o (r) = - —=(@Q+T-=5)e
NN 3d2 d d2
damit: 28
0 -
¢ (r) = —02(l+£—£—' Tja
ge 32 ¥ a~ 42
2
bzw. : o (r) = o 2-(1 + % - —r-é')-e r/d (6.30)
eg g od
. 2 .80
mit: 08 = -3“-<-1-'0N (6.31)

Indem wir nun den Mittelwert M(Agi-Agk) aller Produkte Agi- Agk bilden, fiir welche
die Distanz zwischen Pi und Pk den Wert rj annimmt (bzw. in ein endliches Inter-
vall mit r'j als Mittelpunkt f&llt), erhalten wir einen Schétzwert der Kovarianz

® (r.) fiir die Distanz r = r..
geTs) * e

Somit kdnnen wir durch geeignete Distanzklassenbildung die Kovarianzen in
diskreten Punkten darstellen. Anschliessend passen wir die Funktion (6.30) durch
Variation der Parameter 082 und d in die empirisch ermittelten Werte ein. Aus

(6.31) und (6.27) folgen Iy und g,
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. s 2 . s s .
Da die Varianz OS = Qgs(r=0) des Signals um einige Zehnerpotenzen grésser ist
als die Varianz der Beobachtungsfehler, kdnnen letztere bei der Bestimmung der

Kovarianzfunktion vernachliéssigt werden,

Der hauptséchliche Vorteil der Parameterbestimmung mit Hilfe der Schwereanoma-
lien liegt in der normalerweise grossen Anzahl mdglicher Paarbildungen, insbe-

sondere in den kurzen Distanzen.

Leider stehen uns die bezliglich der drei im Abschnitt 4.3.4 besprochenen Massen-

modellen reduzierten Schwereanomalien der Schweiz noch nicht zur Verfiigung.

Wir bestimmen deshalb die Parameter

b) mit Hilfe der Lotabweichungen

Indem wir die Produktmittel in verschiedenen Distanzklassen fiir Ei'Ek » N.eNy
bzw. Ei-nk bilden, kénnen wir mit demselben Verfahren, wie oben angegeben, die

Parameter bestimmen.

Zu beachten ist allerdings, dass eine zusétzliche Klasseneinteilung fiir die
Azimute a gebildet werden muss, da die Kovarianzfunktionen (6.26) auch azimut-

abhédngig sind.

| Des ¥ : Tragen wir beispielsweise die

| empirisch ermittelten ¢€E in Funk-
tion von r und a graphisch auf,
haben wir die Aufgabe, die durch

(r,a) definierte Fléche durch

O

Variation der Parameter 02 und 4

Fig, 6.5 in die Punktwolke einzupassen.

Falls wir aber die Ldngs- und Querkovarianzen M(e -€') und M(EW'E‘) mit

Q9 ¥
€ = gcos a + nsin a; e! = 'cos & + n'sin a
9] Q 3
€ = gsin & - ncos a; g& = ¢g'sina - n'cos a

berechnen, kénnen wir auf die zusétzlichen Azimutklassen verzichten, da die
Léngs—- und Querkovarianzen azimutunabhiéngig sind. Allerdings kénnen deamit die-
Jenigen Stationen mit nur einer Lotabweichungskomponente nicht beriicksichtigt

werden.
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Wie wir im Abschnitt 6.3 ausgefilhrt haben, gelten folgende Beziehungen: *)

¢Qg(r) = @EE(r,a = 0°) = ¢nn(r,a = 90°) = 052(1 & %__ i;)_e—r/d
°ww(r) = ¢€g(r,a =90°) = @nn(r,a = o°) = 062(1 + %g.e'r/d
Im weiteren entspricht Qgg der Funktion @nn fir & = + 45°;
Up Tal = £457) = 0 (roe = 2 hs”) = °e2(l i jfé)'e_r/d (6.34)

In Figur 6.6 Seite 59 sind fiir diese 8 Spezialfédlle die empirisch ermittelten
Kovarianzen topographisch-isostatisch reduzierter LA der Schweiz in Klassen zu
10 km graphisch dargestellt. Im weiteren sind die entsprechenden Kovarianz-
funktionen (6.32) bis (6.34) eingezeichnet, deren gemeinsame Parameter 082 und

d mit der Methode der kleinsten Quadrate berechnet wurden.

Im Hinblick auf die Untersuchungen des Kapitels T (siehe auch Abschnitt 6.5)
haben wir die Kovarianzfunktionen unter vorheriger Abspaltung verschiedener

Trendanteile berechnet. Als Trendansatz verwendeten wir gewdhnliche Polynome

(3.14).

In der folgenden Tabelle sind die Resultate zusammengestellt:

Trendpolynom Topogr. red. LA Top.isost. red. LA Moho-red. LA
i ' d o a
P1 Ue d T o
Pl: 1. Grad 8"3 47 km 4"1 39 km 30 52 km
P2: 2. Grad 3'9 22 km 3'1 21 km 23 30 km
P): 4. Grad 2"7 17 km 2'0 1b km 17 15 km

Tabelle 6.7: Parameter der Kovarianzfunktionen reduzierter LA

Der angegebene Grad der Polynome bezieht sich auf die Darstellung der dazuge-
hdrenden Flache (3.13), so dass z.B. das ausgleichende Polynom l. Grades

effektiv nur eine Zentrierung von £ und n bedeutet.

#) Die zusétzlichen Beziehungen wegen Qi (r,a) = . (r,a + 180) verstehen
sich von selbst und werden deshalb nl%ht spezieiE aufgefiihrt.

(6.32)

(6.33)
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Kovarianzfunktionen

Topographisch-isostatisch reduzierte LA
Trend: P,

> o= 4" 4 = 38,7 km

2 - /d
o (x) oi(l + 3 a‘r)
°
} $ v
100km © 150km

[ ) © e —
e (pnn (] ° [
© &y fira=0)180° ° ° . .
o &,, fir a=490° ° ° *

°

d(r) = o2(L + g)e'r/d

°
(>} BN
50km 100 km “%:\&‘;
T & ° R © ° ", [
o &, © o
© &g fir a=190° °

o &y, firaz0;I180°

(-~} ¢ff
o Doy fir a= £+45° £135°

Figur 6.6
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An Stelle der Berechnung diskreter Kovarianzwerte fiir einzelne Distanzklassen
kénnte jedes mdgliche Produkt zweier Signale in Funktion seiner Distanz (bzw.
Distanz und Azimut) direkt zur Bestimmung der Kovarianzfunktion herangezogen
werden: Man kdnnte sich so von der willkiirlichen Klasseneinteilung {iberhaupt
15sen {Lauer, 1971}. Damit geht aber die Mdglichkeit der einfachen graphischen

Darstellung der empirischen Berechnung verloren.

¢) Die Giite der Kovarianzfunktion und ihr Einfluss auf die Préddiktion

Da weder die Varianz der Kovarianzen noch die Konfidenzintervalle der be-
rechneten Korrelationskoeffizienten ein brauchbares Mittel darstellen, um die
Glite der empirisch ermittelten Kovarianzfunktion anzugeben {Rummel, 1975}, be-

helfen wir uns mit den folgenden Ueberlegungen:

- Aus der graphischen Darstellung der empirischen Kovarianzen schétzen wir grob
den Bereich ab, in welchem die tatséchliche Funktion etwa verlaufen kann.
(Bsp.: 4 = 38 km * 10 km maximal). Anschliessend kdnnen wir empirisch den
Einfluss auf die Prddiktionsergebnisse berechnen, indem wir die Préddiktion
mit beiden Extremwerten durchfiihren. Sowohl bei der Lotabweichungsinterpo-
lation (Abschnitt 6.5) wie bei der Cogeoidbestimmung (Abschnitt 6.7) ist der

Einfluss kleiner als 25 % des gesamten Prédiktionsfehlers.

- Uns interessiert vorallem der totale Pradiktionsfehler, mit andern Worten
die Genauigkeit, mit der iiberhaupt Lotabweichungen und (Co-)Geoidh&hen in
unserem Gebiet pradiziert werden kdnnen. Da wir (vgl. Kapitel T) viele Soll-
werte kennen, kénnen wir diese Genauigkeit abschétzen. Wir kinnten somit die
Kovarianzfunktionen auch so bestimmen, dass wir diejenigen Parameter suchen,
die im Mittel den kleinsten Pradiktionsfehler ergeben. (Siehe auch {Lauer,

1971}).
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6.5 Die stochastischen Eigenschaften der Lotabweichungen

Im Abschnitt 6.3 haben wir allen Ueberlegungen die Geoidundulationen als
homogenen, isotropen stochastischen Prozess zugrunde gelegt. Daraus folgt die
statistisch homogene und isotrope Verteilung der Schwereanomalien und der Lot-

abweichungen (+ Léngs— und Querkomponenten).

Allgemein gilt: Falls eine der Grdssen homogen und isotrop verteilt ist, sind

dies alle andern Grdssen such. ({Grafarend-Offermanns, 1975}).

Diese Eigenschaft wurde bereits mehrfach fiir Schwereanomalien (Bsp.: {Kaula,

1959}) und Lotabweichungen (Bsp.: {Grafarend, 1971}) nachgewiesen.

Gerade bei lokal begrenzten Gebieten kann jedoch sowohl die Homogenitét wie
auch die Isotropie durch systematisch wirkende Anteile zerstdrt werden: Signal-
anteile, deren Wellenléngen in der Grdssenordnung des betrachteten Gebietes

liegen.

Leider geniigt aber die Anzahl der uns zu Verfiigung stehenden Lotabweichungen
wie auch die Grdsse des Gebietes kaum, um saubere Homogenitéts—- und Isotropie-
untersuchungen durchzufiihren. Die Aufspaltung der empirischen Léngs- und Quer-
kovarianzen nach Azimutklassen ldsst jedoch Anisotropien vermuten. Deshalb
wurden verschiedene Trendanteile (Polynomansatz) bestimmt, von den Lotabweichun-
gen  abgespalten und die dazugehSrenden Kovarianzfunktionen berechnet (Tabelle
6.7). Im Kapitel T wird der Einfluss dieser Trendabspaltungen auf die Praédik-

tionsergebnisse untersucht.

Ebensowenig konnten wir mit den vorhandenen Daten die Kovarianzfunktionen der
nicht reduzierten LA bestimmen. Deshalb kann die in {Grafarend-Offermanns, 1975}
fir das Gebiet von Deutschland nachgewiesene Eigenschaft, dass die charakteri-
stische Distanz d fiir beobachtete wie fiir reduzierte LA nahezu identisch sei,
fir unser Gebiet nicht nachgepriift werden. Die in der erwéhnten Publikation ge-
fundene Distanz von 48 km stimmt jedoch mit unseren Werten fiir die reduzierten

LA gut iliberein (Tabelle 6.7, Trend P 1).
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6.6 Interpolation von Lotabweichungen

Bosch und Wolf {1974} wiesen am Beispiel des Meridianprofils vom Gotthard nach,
dass die Prédiktion von Lotabweichungen im Gebirge wesentlich verbessert werden
kann, wenn diese vorgingig vom Einfluss der néheren Topographie (+ determini-
stischer Anteil!) befreit werden. Dies gilt, wie wir schon gesehen haben, na-
tiirlich nicht nur fiir die Prédiktion, sondern fiir alle LA-Interpolations-
methoden wie auch fiir die Bestimmung der entsprechenden Niveaufléchen. Im folgen-
den werden wir stets die drei schon mehrmals erwéhnten Massenmodelle (topo-
graphisches, topographisch-isostatisches und Moho-Modell) zur vorgéngigen Re-
duktion verwenden. Zus&tzlich kdnnen wir mit verschiedenen Polynomansédtzen

weitere Trendanteile abspalten.

Der Rechenaufwand der Prédiktion wird vorallem durch die Inversion der Kovarianz-
matrix Cxx bestimmt. Da bber der Einfluss der Sttitzwerte mit zunehmendem Abstand
vom zu interpolierenden Punkt stark abnimmt, kann die Rechenzeit beschrénkt
werden, indem nur Punkte zur Interpolation herangezogen werden, die néher als
eine bestimmte Distanz vom Aufpunkt liegen: Fiir jeden Aufpunkt wird ein indi-

viduelles Einzugsgebiet gewéhlt,

Fig. 6o8

Im Kapitel T wird der Einfluss verschiedener Trendabspaltungen und Einzugs-—
gebieten auf die Lotabweichungsprédiktion anhand von Beispielen untersucht.

Die Ergebnisse werden verglichen mit anderen Interpolationsmethoden,



6.7 Niveauflidchenbestimmung

Bei den Ausfilhrungen liber das Fléchennivellement wurde die Frage nach einer
allfédlligen Stiitzpunktverdichtung aufgeworfen. Wir kdnnen nun, ausgehend von
einem beliebig verteilten Stiitzpunktfeld, in jedem dazwischenliegenden Punkt

die Lotabweichungen prédizieren:

Die Festlegung einer Kovarianzfunktion und der zu beniitzenden Stiitzwerte ordnet

dem ganzen Gebiet eindeutig einen stetigen Lotabweichungsverlauf zu.

Wir wollen uns nun {iberlegen, ob wir zur Bestimmung der Hdhendifferenz zwischen

zweli Punkten A und B kontinuierlich die Lotabweichungen interpolieren und das
8

Integral - f €-ds exakt l6sen k&nnen:

A
X x
B
?
o ! o Q;
|
Xq 0 |
y B |
3 > d _
A Py — c y A
Fig., 6.9

B
Da das Integral - f £-ds wegunabhéngig ist, integrieren wir zuerst in y-Richtung

A
bis C, dann in x-Richtung bis B (vgl. Fig. 6.9):

B Ye *B
P T
A Y X

n und § interpolieren wir mit Préddiktion: n

Enx ist der Zeilenvektor der Kovarianzen zwischen n im Laufpunkt Py und den

Signalen g; bzw. n, in den Stiitzpunkten Qi’ i=1,m

c = (s y a5i)

Cc (] c C s C Cc
“nx * gy P gy T omg T omg o nEyn T Tnmgen

gg ist der Zeilenvektor der Kovarianzen zwischen £ im Laufpunkt Px und den
X

Signalen g; bzw. n, in den Stiitzpunkten Q> i=1,m
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s C

s C s C s C s C s C
L T T

ist der Vektor der Stiitzwerte:

=

= Ceee s By e My ge Bya s Biggs Myuge o)

|

Damit erhalten wir:

AN, _ = - f c e dy - f c, C -1 z dx
AB Tnx xx — X ~£x xXx =
Ia c
g *B -
= |-fe ay-fe ax| c Tty (6.35)
x X xx -
Ya c

Der Klammerausdruck bedeutet wieder einen Zeilenvektor, aus dem wir vorerst

das Element, das die Beziehung zur Komponente ng des Stiitzpunktes Qi darstellt,

herausgreifen wollen:

jc [
(0-0 ’_ Cc dy_ Cc dx, lno)
Y nn; %o Eni

Wir setzen nun in den Integralen fir Cm bzw. c, die von uns verwendeten Ko-

En

varianzfunktionen (6.26) ein:

Te e, 2 2. -r/a
- f c._dy = - f o (1 + L _I_.gin%) e dy
nn € d d2
yA yA
2 2
5 r° - x
wobei (Fig. 6.9): sin“a = -—-—?;£L-
r
BN -
vy =Y Q
&y = - ==y ar
r —x



C -
=02f(l+£- Q) r -r/d.dr
e r - d2 r -x
A Q
r
C
=02(l+-§) r/a Vr —xQ
Tp
y r
C C
_ _ 2 r, -r/d _.
fcnndy o r(l+d)e sin a
y.L\. r
A
}[B _ B 2 1 -r/d _.
= c = fc — e sina cosa dx
b'd &n X € d2
o] C
YA~y
.. _'9°B =;..\/2_ Y
wobel: sin a - s COs a r r (}’Q YB)
=x. - rz—(Y"Y‘ )2I
x =%~ Q’B
dx = - X dr
2]
Ve - (rgry)
r 2
=-o2fBﬁe-r/dyQyB F gy r
€ » & r * Vr:-(y -y )?
C Q"B
r
B
2 r -r/d
=-0 " [ (y,¥:) 5 e /2 g
€ Q"B 2
r d
C
b 4 I‘B
B 2 -r/d 2 -r/d
- o2 @d ey )| = 02 E) ™
En € d QB € d
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Somit erhalten wir:

Ye *B 5 ry T /d 5 X, —rA/d
- fcnndy - fcgndx =0, rB(l+?;)e sinag, - . rA(l+7;)e sine, (6.36)
Ng x
A 6
(B) (4)
= c - c
NnQ NnQ

Ye *B 5 rp T /a > r —rA/d
- fcngdy - fcggdx =g, rB(l+7;)e cosag, ~ o, rA(l+7r)e cosa, o (6.36)"
y p'q
A (6
(B) (a)
= c -— (o]
NF,Q NEQ

Filhren wir diese Integration fiir alle m Stiitzpunkte durch, erhalten wir sémtliche

Elemente des Klammerausdruckes in (6.35), die wir in die Vektordifferenz
(B) _ _(a)

zusammenfassen,
—Nx =Nx

Wir kOnnen also setzen:

_ (.(B) (a) -1
AI\IAB_(ENX -ENx)Cxx z2 =

Die Elemente der Zeilenvektoren ng stellen nun offenbar die Kreuzkovarianzen

zwischen den Niveauflédchenhdéhen N und den Lotabweichungskomponenten £ bzw. n

dar, wobei (6.36, 6.36'):

: _ .2 r, -r/d _ r r, -r/d
yg ¢ QNg(r,a) =0, r(l+d)e cosa = 0,0, 773 (l+d)e cosa
(6.38)
: . ry ~r/d . _ _ r vy -rid .
Cy ¢Nn(r,a) = o, r(1+d)e sina = 0,0 753 (l+d)e sina

E.
Q

V3 d o, (vgl. 6.27)
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¢NE und ¢Nn entsprechen den Kovarianzfunktionen, die wir auf Seite 55 direkt
mit den Beziehungen (6.19) und (6,20) hergeleitet haben: Eine Bestétigung der

Selbstkonsistenz des statistischen Modelles,

Wir konnen uns somit fiir die Bestimmung des (Co-) Geoides vollsténdig von den
geometrischen Methoden 1l&sen: Wir erhalten die gesuchten HShen direkt aus den

Lotabweichungen der Stiitzpunkte mit Hilfe der multivariaten Pradiktion.

Die Varianz-Kovarianzmatrix fiir die HOhen in A und B finden wir mit Hilfe von

(6.8)':

_ _ -1 T
oy = Cyn Crx Cxx Cmx (6.39)
. - - ()
wobei: QNN(r—O) QNN(r-rAB) ok
C = ; C =
NN _ - Nx (B)
Ouy(r=ryp) Oy (r=0) Snx

Die Elemente der 1. Zeile von C_ werden gebildet aus den Kreuzkovarianzen

Nx
zwischen der Hdhe NA = zu interpolierendes Signal) und den Lotabweichungs-
komponenten & bzw. n der Stiitzpunkte. In der 2. Zeile finden wir die ent-

sprechenden Gr&ssen beziiglich NB.
Die Varianz der prédizierten HOhen ist folglich

- ) 2 _
UNA = In(l1) 3 ¢ ] = Iyy(2,2) (6.10)

und die Varianz der HShendifferenz ANAB = NB - NA:

2 - L
Oy = ZNN(l,l) 22NN(1,2) + ZNN(z,e) (6.41)
Als Punkt A kénnen wir beispielsweise den Fundementalpunkt der Landesvermessung
oder einen anderen geeigneten Punkt wéhlen, wéhrend der Punkt B der eigentliche
Laufpunkt der Niveaufldche darstellt: Wir erhalten somit HShendifferenzen und
inre Varianzen beziiglich unseres Ausgangspunktes A. (Damit verzichten wir auf

die Berechnung der vollsténdigen Varianz-Kovarianz-Matrix aller HShen).



Beispiel:

mit ¢ = c =
NpEp Npty
und c = -c B
Nty Npba
Wir klammern in Cxx und CNE den

kation von ¢

-1 .
—Ngcxx weghebt:

Damit wird:

c - 33
cgg 1
1
|
ANyg = 1-c 2 (°N5’°Ng) e
EE Eg
N 4
AN, (g gy
“eg

= B =

Als kleines Beispiel wollen wir die
Hohendifferenz zwischen zwei Punkten
A und B rechnen unter der Annshme,
dass diese gleichzeitig die einzigen
Stiitzpunkte sind und auf demselben

Meridian liegen:

£
-1 |°A
c ) C
Npyég' = (&
0
CNE folgt:
3
=1(>A
“vg ) O g,
Wert 052 aus, der sich dann bei der Multipli-
l -
und C 1. ng
x 1-c 2 -c 1
EE (2
- 1 =
“ee| [Fa “Cye “ge [©a
= > (1,1)
1| g 1-cy < 1 |E
(6.42)

Fir kleine r kdnnen wir den Wert °ne durch r, Crg durch 1 ersetzen (vgl. 6.38

und 6.26, r/d + 0):

r

1+1

ANAB

(€, + Ey)

r
-3 (€A+ EB)

(6.43)
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Fir kleine r bewirken 2 Stilitzpunkte lineare Interpolation: Die £-Kurve wird
durch eine Gerade ersetzt, die HShendifferenz entspricht der Fléche des

Trapezes. (Vgl. auch {Moritz, 1975}).

Es stellt sich nun noch die Frage, ob wir, wie bei der Lotabweichungsinter-

polation, die Einzugsgebiete individuell festlegen kdnnen:

Fir r + « geht die Kovarianzfunktion QNe gegen null., Entfernt sich also in

(6.37) der Punkt A gegeniiber Punkt B ins Unendliche, verschwindet der Vektor
(4)
c

SNy und wir erhalten:

_ (B) , -1
Ay 5 w,p B - Sx Cxx E (6. 5%)

]
=

NB stellt also die HOhe des Punktes B gegeniiber einem unendlich weit entfernten

Punkt dar:
B
Ny = - dieds (6.45)

Diese "absolute" HShe ist abhiéngig von den Werten aller Stiitzpunkte. Individuelle

Einzugsgebiete verfédlschen die HShen der Punkte!

Beispiel:
Wir betrachten 10 Punkte, dquidistant auf der x-Achse angeordnet, mit dem in
Figur 6.11 angegebenen Lotabweichungsverlauf.

N
¢ o = s
% 50 [ | { |
| T A T B
[ [ R T TR (R
[ [ T T N O O B |
1 1 1 L > x ¢ J;.‘L';L 1 1 1 1 X
1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 1 2 3 4 5 6 1 8 9 1
o b= 1h !
Fig. 6.11 Fig, 6,12

Figur 6.12 zeigt den dazugehdrenden Verlauf der Niveauflédche, der sich unter

Anwendung der Formel (6.44) ergibt.
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Berechnen wir nun fiir die Punkte 2 und 4 die H8hen unter Beschrédnkung des Ein-
zugsgebietes auf die Punkte 1 bis 5, erhalten wir die in der Figur mit @ be-
zeichneten Werte. Ebenso beschrénken wir das Einzugsgebiet fiir 7 und 9 auf die

Punkte 6 bis 10.

Die so erhaltenen HShen differiéren vollstédndig von den Sollwerten. Die HOhen-

differenzen AN2 i und AN7 9 jedoch sind nahezu richtig. Dies riihrt davon her,
L] 9

dass der interpolierte Lotabweichungsverlauf zwischen benachbarten Punkten von

den weit entfernten Stiitzwerten praktisch nicht beeinflusst wird,

Somit erhalten wir nahezu richtige HShendifferenzen fiir benachbarte Punkte,

auch wenn wir fiir jede HOhendifferenz ein individuelles Einzugsgebiet bestimmen.

Falls uns also nur H8hendifferenzen benachbarter Punkte bzw. HShen innerhald
eines kleinen Gebietes interessieren, lohnt es sich wegen des Rechenaufwandes,

die Anzahl der Stiitzwerte entsprechend zu reduzieren.

Zum Aufbau einer grosseren Fléche ist diese Methode jedoch schlechter geeignet,
da sich sehr bald Mehrdeutigkeiten bemerkbar machen: Es spielt eine Rolle, aus
welchen Teilen eine HOhendifferenz zusammengesetzt wird. Die eindeutige Zu-

ordnung bringt nur die Beriicksichtigung aller Stiitzpunkte.

Im weiteren verliert man mit individuellen Einzugsgebieten die Mdglichkeit,
eine sinnvolle Varianz-Kovarianz-Matrix der HShen (bzw. HOhendifferenzen be-

zliglich eines Ausgangspunkt) anzugeben.

Fiir die Bestimmung des Geoides in der Schweiz werden wir deshalb ein gemeinsames

Einzugsgebiet verwenden.

Wir wollen noch kurz die Eigenschaften der "direkten'" Undulationspréddiktion zu-

sammenfassen:

- Direkte Bestimmung der Niveaufléche an beliebig vielen Punkten (Stiitzpunkten

und Zwischenpunkten) ohne vorgiéngige Lotabweichungsinterpolation.

- Wir erhalten Genauigkeitsangaben beliebiger HOhendifferenzen, insbesondere

beziiglich eines Ausgangspunktes,

- Eine gleichzeitige LA-Interpolation ist méglich: Es ist nur der Vektor SNx

durch die Zeilenvektoren ¢, und c¢__ zu ersetzen. (6.44),
=£x -Nnx
- Es kann ebenfalls gleichzeitig eine Filterung der Stiitzwerte durchgefiihrt

werden.

- Stiitzpunkte mit nur einer LA-Komponente kdnnen auch verwendet werden,
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- Zus&tzlich zu den LA kénnten Schwereanomalien als weitere Stiitzwerte einge-
fiihrt werden. Allerdings miissten sie sich auf dasselbe Referenzellipsoid be-
ziehen und mit demselben Massenmodell reduziert werden wie die Lotabweichungen.
Neben der Autokovarianzfunktion Qgg(r) (6.30) bendtigen wir noch die Kreuz-
kovarianzfunktionen zwischen Ag und den Lotabweichungen und (Co-)Geoidundula-
tionen. Man findet sie fiir das Markovmodell 3. Ordnung beispielsweise in

{Jordan, 1972}.

- Im weiteren kdnnen (Co-)Geoidhdhen als Beobachtungen oder Festwerte (beispiels-
weise als Resultat einer vorgéngigen Profilauswertung) eingefiihrt werden. Dabeil
muss jedoch zusétzlich eine Nullpunktskorrektur N, bestimmt werden, die diese

HOhen indas durch die LA gegebene System transformiert:

N o= No o+ Ngaup (* Nyorgp )
2. = €sievan. * norsE
No wird mit (6.12) bestimmt, wobei: u = Ny; AT = (vee0ueeOeealins)
1.1 5? = (...gi..nj..Nk..)

wnd (6.11): AW, (B - )y ¢ 71 (g - aw)
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T. BERECHNUNGEN, VERGLEICHE, INTERPRETATIONEN

T.1 Einleitende Bemerkungen

Nachdem wir nun einige, fiir uns in Frage kommende Methoden der Niveaufléchen-
bestimmung zusammengestellt und zum Teil weiterentwickelt haben, wollen wir im
folgenden Kapitel die einzelnen Methoden anhand ausgewéhlter Beispiele auf ihre

Leistungsféhigkeit priifen und untereinander vergleichen.

Die U4 beobachteten Geoidprofile (Parallele von Ziirich und Locarno, Meridiane

vom Gotthard und von Lugeno) ergeben fiir uns einerseits eine Vielzahl bekannter
Lotabweichungen, andererseits, dank der sehr kurzen Punktabsténde, ebensoviele
genau bestimmte Geoidhdhen. Da mit den Methoden der Prédiktion und der Polynom-
darstellung sowohl Lotabweichungen wie auch GeoidhGhen an beliebigen Punkten
interpoliert werden kdnnen, haben wir die Moglichkeit, ausgehend von verschieden
dichten Stiitzpunktnetzen *) die interpolierten Werte in den Profilpunkten mit den

Sollwerten zu vergleichen.

Als erstes berechnen wir im Abschnitt 7.2 die Geoidprofile neu und vergleichen
die Resultate mit den HOohen, die in den Banden 20, 22 und 24 der SGK publiziert

sind.

Im Abschnitt 7.3 untersuchen wir die Interpolation von Lotabweichungen, im Ab-
schnitt 7.4 die Niveaufldchenbestimmung mit Hilfe der Prédiktion und der Poly-

nomdarstellung.

Das Fléchennivellement liefert nur Geoidhdhen in den Stiitzpunkten. Als Sollwerte
beniitzen wir zu seiner Untersuchung im Abschnitt T.5 die aus der definitiven
Geoidberechnung resultierenden HOhen. Im selben Abschnitt werden alle betrach-

teten Methoden der Niveaufléchenbestimmung miteinander verglichen.

Im Abschnitt 7.6 berechnen wir den Einfluss der Fehler der GeoidhShen auf die

Reduktion von gemessenen Schrégdistenzen.

Fndlich wollen wir im Abschnitt 7.7 das Geoid der Schweiz mit der (gemidss den

Ergebnissen der numerischen Untersuchungen) geeignetsten Methode bestimmen.

#) Als Stiitzpunkte bezeichnen wir im folgenden immer Punkte, deren Lotabwei-
chungen als Stiitzwerte in die Lotabweichungsinterpolation und Niveaufléchen-

bestimmung eingefiihrt werden.
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T.2 Geoidprofile

Vorerst haben wir fiir alle 102 Profilpunkte die mit den 3 Massenmodellen (topo-
graphisch-, topographisch-isostatisch-, moho-) reduzierten Lotabweichungen und
die entsprechenden Stdrpotentialwerte berechnet (vgl. Fig. 4.21 - 4.23). Aus
den reduzierten LA folgen, mit Hilfe der Pradiktion, die verschiedenen Cogeoid-

schnitte (Bsp. in Fig. 4.15) und mit dem Satz von Bruns die entsprechenden

Geoidhdhen.

Indem wir die Kovarianzmatrix Css der (reduzierten) Lotabweichungen um die
Matrix Cnn der mittleren Beobachtungsfehler erweiterten, fiihrten wir gleich-

zeitig mit der HOhenbestimmung eine Filterung der LA durch.

Die so gefilterten LA und die resultierenden Cogeoid- und Geoidhdhen beniitzen

wir im folgenden als Soll- und Vergleichswerte zur Beurteilung der verschiedenen

Interpolationsmethoden.

Die aus den drei Reduktionsarten resultierenden Geoidhdhen sollten nun theore-—
tisch untereinander und mit den in {SGK Bd. 20, 22, 24} publizierten Werten

libereinstimmen.

In den Figuren 7.1 und 7.2 sind die Differenzen der Geoidhdhen gegeniiber den

Héhen der SGK graphisch dargestellt:

A AN Parallel von Ziirich Unterschiede zu [SGK, Bd. 22]

i0cm

Fig . 7 . 1 top. is(;st.
A AN Meridian vom Gotthard Unterschiede zu [SGK, Bd. 20] ,/'\
3 . ~ o~ _/ '\ , Moho
20cm ,\v/f \J, .\.—_’.,. \./
\

, topogr.
\v// top. isost.

Fig, 7.2

lvrea - Zone
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Diese Unterschiede treten hauptséchlich aus den folgenden zwel Griinden auf:

1.

Die Integration Jeds wurde in den Bénden der SGK iiber die Oberfléchen-LA
durchgefiinrt. Deren Verlauf ist aber sehr bewegt und trotz der engen Punkt-

abstédnde schwierig darzustellen.

Die Integration [Aeds liber die reduzierten LA ist betrdchtlich genauer.

In der Darstellung des Geoides via Cogeoid und Satz von Bruns steckt implizite,
wie wir in Abschnitt L4.3,2 ausgefiinrt haben, die Berechnung der Lotkriimmungen.
Ebenso auch in der in den erwdhnten Bénden verwendeten orthometrischen

Korrektion.

Der Vergleich einiger verschieden berechneter Lotkriimmungen zeigt nun be-
tréchtliche Unterschiede; Im Einzugsgebiet der Ivreazone erhalten wir mit

dem Moho-Massenmodell bis zu 4" andere Krimmungen als mit dem topographischen
bzw. topographisch-isostatischen Modell. Damit lassen sich die Differenzen

zwischen den verschieden berechneten Geoidhdhen vollsténdig erkléren.
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7.3 Interpolation von Lotabweichungen

T.3.1 Konzept

Wir legen den Untersuchungen zwei Stiitzpunktnetze verschiedener Dichte zu

Grunde:
1. Netz : Durchschnittliche Dichte wie im Gebiet mit den wenigsten LA-
"weites Netz" Stationen (Graublinden): Total 37 Punkte mit T3 LA-Komponenten

(Fig. T7.3).

"Weites” Netz

@ Stiitzpunktin ¢ 1
© Stiitzpunktin ¢

50km

Fig. 7.3
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2. Netz : Durchschnittliche Dichte etwa wie im Mittelland: Total 53
"enges Netz" Punkte mit 103 LA-Komponenten (Fig., T.l)
°

"Enges” Netz

L ® Stiitzpunktin g, q
© Stiitzpunkt in ¢

Fig, 7.4

Ausgehend von diesen Stiitzpunkten kdnnen wir nun die Lotabweichungen fiir die
Profile bestimmen und mit den im Abschnitt T.2 ermittelten Sollwerten verglei-

chen.

T.3.2 Prddiktion
Wir untersuchen den Einfluss folgender Parameter:

- Individuelle Einzugsgebiete verschiedener Radien bzw, ein gemeinsames Ein-

zugsgebiet fiir alle zu interpolierenden Punkte.

- Verschiedene Trendebspaltungen: Polynome 1., 2, und 4. Grades., (Vgl. Be-

merkung Seite 58 unten).
- Verschiedene Massenmodelle zur Reduktion der Lotabweichungen.

Als Stiitzwerte der Interpolation verwenden wir zunéchst die Punkte des "engen

Netzes'". Wir ordnen ihnen mittlere Fehler geméss der Tabelle Seite 3 zu, fiihren
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also gleichzeitig eine Filterung der Stiitzwerte durch,

a) Einfluss der Einzugsgebiete

In Figur 7.5 sind die Interpolationsfehler fiir folgende Spezifikationen darge-
stellt:

- Trendpolynom Pl

- Topographisch-isostatische Reduktion

- enges Netz

- Meridian vom Gotthard

- individuelle Einzugsgebiete mit R = 4O km, R = 70 km und
R = o (= das gesamte Einzugsgebiet)

lt f:s’ Meridian vom Gotthard

|- 3#

- 27

R = 40km
—=—— R = 70km
L _3” —te—tem R = ©0 %———/

e Stiitzpunkt im Profil

Ivrea - Zone

Figo TS
Innerhalb des Einzugsgebietes mit Radius R = 40 km liegen fiir unser "enges Netz"
im Durchschnitt ca. 4 Stiitzpunkte, Eine Vergrdsserung des Radius, d,h, der An-
zahl Stiitzwerte, bringt keine merkbare ErhShung der Interpolationsgenauigkeit.

Die LA-Interpolation kann lokal sehr begrenzt ausgefiihrt werden.

In der Figur 7.5 sind zusdtzlich die in das Profil fallenden Stiitzpunkte des
Testnetzes angegeben. Man beachte, wie die interpolierten Werte dieser Punkte
in die N&he der Sollwerte gezwungen werden, Die verbleibenden Abweichungen

stellen den als Messfehler interpretierten, herausfiltrierten "noise" dar,
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Anmerkung:
Nur wenn die entsprechenden Resultate der iibrigen Geoidprofile wesentlich

anders ausfallen, werden sie im folgenden speziell erwéhnt. Die Ergebnisse
der einzelnen Varianten liegen im Parallel von Ziirich noch néher beisammen,

da dessen reduzierte LA ruhiger verlaufen,

Die Verh&ltnisse im Meridian von Lugano und im Parallel von Locarno ent-
sprechen ungeféhr denjenigen im siidlichsten Teil des Gotthardprofils (Ein-

flussgebiet der Ivreazone!),

Ebenso gelten die Ueberlegungen auch, wo nicht anders vermerkt, fiir die topo-

graphisch und die moho—- reduzierten Lotabweichungen,

b) Einfluss der Trendabspaltungen

Vorgéngig jeder Prédiktion wird ein Trendanteil abgespalten, der vorher mit
einem Polynomansatz beliebigen Grades bestimmt wurde, In der Figur 7.6 sind

die Interpolationsfehler fiir folgende Spezifikationen dargestellt:

Individuelles Einzugsgebiet R = 50 km

Top.isost. Reduktion

enges Netz

Meridian vom Gotthard

Trendpolynome 1., 2. und 4. Grades

A &t Meridian vom Gotthard
-5 i

| — ,‘l

P1

——— P2

..... P4

® Stitzpunkt im Profil

|- 3#

Die Art der Trendabspaltung hat praktisch keinen Einfluss auf die Interpola-

tionsgenauigkeit von reduzierten Lotabweichungen.
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¢) Einfluss der Reduktionen (Massenmodelle)

Die Figur 7.7 zeigt die Interpolationsfehler fiir folgende Spezifikationen:

Trendpolynom Pl

das gesamte Einzugsgebiet

enges Netz

Meridian vom Gotthard

nicht-reduzierte LA im Geoid; topographisch-, top.isostatisch- und moho-

reduzierte LA

Es fallt auf, dass die vorgéngige Reduktion der Lotabweichungen eine wesent-
liche Genauigkeitssteigerung der Interpolation bringt, Dies bestdtigt vollauf
die Resultate der Untersuchungen von Bosch-Wolf {197k}.

A3 -
£ Meridian vom Gotthard
-_re
® Stitzpunkte im Profil
. ..0.e-c0e+ picht red. B
— 7 Moho i I :
— —— Top. isost. H
L topogr S v i
|- 5

o T e

- -3 s =
: < ° oo =
T o8 : o
e i “ s
° E Y
s § i Ivrea - Zone
|- -5 : %

}_-6' Fig- TT
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d) Die Interpolationsgenauigkeit

Ausserhalb des Einflussgebietes der Ivreazone sind die Interpolationen der

mit den drei verschiedenen Modellen reduzierten LA einander gleichwertig:

Der mittlere Interpolationsfehler, berechnet aus Differenzen zwischen den
Soll- und den interpolierten Werten von TO Profilpunkten, ergibt sich fir

alle Reduktionsmodelle zu
mzm.zmM‘é'- O'."T

wobei als Stiitzpunkte diejenigen des "engen Netzes" verwendet wurden.

Im Einflussgebiet des Ivreakdrpers senkt jedoch dessen Beriicksichtigung

(Moho-Modell) den Interpolationsfehler betréchtlich:

Der Vergleich der interpolierten LA mit den Sollwerten von 25 Profilpunkten

des Tessins ergibt fir die

Topographisch-isostatische Reduktion: m. = 2"
l"

Moho - Reduktion (inkl. Ivreakdrper!): my

my liegt damit im Tessin in der gleichen Grdssenordnung wie in der {ibrigen

Schweiz.

Die Pradiktion liefert uns, bei Anwendung der Formel (6.8), ebenfalls den zu
ervartenden mittleren Interpolationsfehler fiir alle interpolierten Werte, Er
wird bestimmt durch die Verteilung und mittleren Fehler der Stiitzwerte, der
Lage der zu interpolierenden Punkte sowie der Kovarianzfunktionen Qgg, @E
ung ¢nn der Lotabweichungen. Entscheidend dabei ist insbesondere die Grdsse

o = ¢€€(r =0).

Fiir unsere Spezifikationen liegt er zwischen 04 und 0V7, in guter Ueberein-

stimmung mit den empirischen, oben angegebenen Werten.

Das "enge Netz" entspricht einer Minimalpunktdichte von LA-Stationen, wie wir
sie, mit Ausnahme der Kantone Graubiinden und Wallis, in der ganzen Schweiz

vorfinden.

Die Prédiktion moho-reduzierter LA gibt uns also die MOglichkeit, im gréssten

Teil der Schweiz mit den uns zur Verfligung stehenden Stilitzwerten Lotabweichungen

zu interpolieren, deren mittlere Fehler kleiner als * 1" sind.

In den Gebieten geringerer Punktdichte (Graubiinden, Wallis) betrégt die Inter-
polationsgenauigkeit, wie analoge Untersuchungen mit dem "weiten Netz" zeigten,

gwischen OV7 und 1V3.
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T.3.3 Polynominterpolation

Mit Hilfe der Formeln (3.1k) kdnnen wir, ausgehend von einer Anzahl gegebener
(reduzierter) Lotabweichungen die Koeffizienten einer Polynomdarstellung der
entsprechenden Niveaufléche bestimmen. Anschliessend kdnnen wir diese Darstel-
lung, bzw. ihre ersten Ableitungen, dazu beniitzen, weitere Lotabweichungskompo-

nenten zu interpolieren. (Vgl. auch {Elmiger, 1969}).

Im folgenden wollen wir die Genauigkeit einer solchen Interpolation mit dem-
selben Verfahren wie im vorherigen Abschnitt abschétzen, wobei wir uns auf

die Darstellung der gesamten Niveaufléche der Schweiz beschrénken, (Also
keine "lokale" Interpolation; dieselbe Darstellung soll spiter auf ihre Eignung

zur (Co-) Geoidbestimmung untersucht werden.)

Die kleinsten Interpolationsfehler erhalten wir, unabhiéngig von der Reduktions—
methode, falls wir das entsprechende Cogeoid mit einem Polynom 7. Grades dar-

stellen (in Uebereinstimmung mit {Elmiger, 1975}).

Auch bei der Polynominterpolation sind ausserhalb des Einflussgebietes der
Ivreazone die drei Reduktionsarten einander praktisch ebenbiirtig. Im Siidteil
des Gotthardprofils (vgl. Fig. T.8) wie auch in den Profilen von Locarno und

Lugano bemerken wir aber eine wesentliche Verbesserung durch die Mohoreduktion.

| WY Meridian vom Gotthard N\
Ir
s Polynome P7, "enges Netz" i ‘i\
5
i\
——— Moho-red. |
— ¢ ———Top. isost. red. i
—-—:—  Topogr. red. \
® Stiitzwerte im Profil i \
| 3' o

Die aus der Polynominterpolation resultierenden mittleren Interpolationsfehler
moho-reduzierter LA entsprechen in allen Geoidprofilen denjenigen der Prédiktions-

filterung.



- 82 -

7.3.4 Vergleich Prddiktion -— Polynominterpolation

Das Ergebnis des letzten Abschnittes, dass beide Interpolationsverfahren fiir
moho-reduzierte LA dieselbe Genauigkeit liefern, stlitzt sich auf Untersuchungen
mit dem "weiten" und dem "engen" Stiitzpunktnetz, Verdichten wir aber die Stiitz-
punkte weiter, zeigt sich der Unterschied der beiden Methoden:

Jeder zusétzliche Stiitzwert verbessert bei der Prédiktion unmittelbar die
Interpolationsgenauigkeit in der ndheren Umgebung dieses Stilitzwertes, Auf das
Interpolationspolynom hat er jedoch praktisch keinen Einfluss, Eine Erhéhung

des Polynomgrades bringt oft in ganz anderen Gebieten unerwinschte Effekte,

Die Figuren 7.9 und 7.10 zeigen die Interpolationsfehler beider Methoden je
fiir drei verschiedene Stlitzpunktdichte:

- "weites" Netz

- "enges" Netz

- Netz mit allen Stiitzwerten, die spéter zur definitiven

Geoidbestimmung (Fig. 7.18) verwendet werden

A 5% Polynome P7 Moho-red. LA Meridian vom Gotthard
— 3" i

—— weites Netz

— —— enges Netz
2 =+—-— definitives Netz

Fig- T.9 N

A 33 Pradiktion Moho-red. LA Meridian vom Gotthard

weites Netz
——— enges Netz
—:=—-— definitives Netz

-2~ Fig. 7.10

Der Schritt <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>